Vier allgemeine Forderungen von Schrodinger (1926) an jedwede Quantisierung:

1) Die Quantengleichung sollte die Quantenbedingungen in sich selbst tragen
(Quantisierung als Eigenwertproblem. Zweite Mitteilung, S. 511), das heift, unab-
hingig von den Randbedingungen.

2) Es sollte spezielle mathematische Losungsmethoden fiir Differential-
gleichungen vom Typ der stationdren Schrodinger-Gleichung geben, die dem
nicht-klassischen Charakter des Quantisierungsproblems Rechnung tragen
(ebda., S. 513), mithin verschieden von den klassischen Berechnungsmethoden
fiir stehende Wellen sind.

3) Die Ableitung sollte eindeutig ergeben, dass die Energie- und nicht die
Frequenzwerte diskretisiert werden (ebda., SS. 511, 519), denn Frequenz-Diskre-
tisierung ist eine klassische Erscheinung.

4) Die Verwendung der klassischen Ausdriicke fiir die potenzielle und fiir die
kinetische Energie sollte gerechtfertigt werden (Vierte Mitteilung, S. 113).

Der hier beschriebene neuartige Zugang erfiillt alle diese Forderungen
Schrédingers und leistet nicht zuletzt deshalb u. a. folgendes Neue:

- Gegenstand der Quantenmechanik sind Systeme, die auch Konfigurationen
einnehmen konnen, in denen die potenzielle Energie grofler ist als die
Gesamtenergie.

- Quantenmechanische Zustands-, Zustandsidnderungs- und Bewegungsglei-
chungen konnen formuliert werden, ohne den Welle-Teilchen-Dualismus u. 4.
zu postulieren.

- Die Wellenfunktion (r,t) reprisentiert die Ausdehnung eines quantenme-
chanischen Systems, ihr Absolutbetrag |(r,t)| beschreibt die Art und Weise
seiner Raumeinnahme; ihre Fourier-Transformierte )(p,t) erledigt das gleiche
im Impulsraum. Infolgedessen unterliegt die gleichzeitige Messung von Ort
und Impuls im klassisch-mechanischen Sinne (!) der Unschirferelation.

- Die Potenzialbarriere fiir ein Quantenteilchen ist stets kleiner als die Gesamt-
energie, das entmystifiziert den Tunneleffekt.

- Die Symmetrie-Eigenschaften von [i(r,t)| folgen aus der Zustandsbeschrei-
bung nach Euler und Helmholtz ohne neue Postulate, man gelangt auf
natiirliche Weise zu den Anyonen sowie zur geometrischen Phase und
Eichinvarianz.
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Vorwort

Die Naturlehre ist eine Wissenschaft, die Ursachen der Verédnderungen, welche
sich an den Koérpern ereignen, zu ergriinden. Wo eine Verdnderung vorgeht, da
muss auch eine Ursache sein, welches diese hervorbringt, weil gewiss ist, dass
nichts ohne einen zureichenden Grund geschehen kann. Wer also den Grund
anzeigen kann, warum eine Verédnderung vorgegangen, der erkennet die Ursache
derselben, und leistet dadurch dem Endzweck der Naturlehre ein Geniigen.

(L. Euler, 1750%)

Das dynamische Gleichgewicht der Systeme in den stationéren Zustdnden kann
mit Hilfe der gewdhnlichen Mechanik beschrieben werden, wihrend der Uber-
gang der Systeme zwischen verschiedenen stationédren Zustanden nicht auf dieser
Grundlage behandelt werden kann.

(N. Bohr, 1913?)

Die Formulierung der Grundsétze der Quantentheorie ist prinzipiell unmdglich,
ohne die klassische Mechanik heranzuziehen. ... Die Quantenmechanik nimmt
also eine sehr eigenartige Stellung unter den physikalischen Theorien ein: Sie
enthélt die klassische Mechanik als Grenzfall und bedarf gleichzeitig dieses
Grenzfalls zu ihrer eigenen Begriindung.

(L. D. Landau & E. M. Lifschitz, 1966%)

! Leonhard Euler (1707-1783), Anleitung zur Naturlehre, § 1. — Diese erst posthum
erschienene grundlegende Arbeit scheint weitgehend unbekannt zu sein und wird
in den Werken von Mach (Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 1988), Dugas (A4
History of Mechanics, 1955) und Jammer (Concepts of Force, 1957; Concepts of
Mass, 1961; Concepts of Space, 1993) nicht erwédhnt. Jedoch enthilt sie die azio-
matische Vollendung der Newtonschen Mechanik, aus der sich Hydromechanik,
Mechanik des starren Korpers, spezielle Relativitdtstheorie und Quantenmecha-
nik entwickeln lassen. Dagegen kann die Newtonsche Mechanik héchstens um-
interpretiert, nicht aber systematisch verallgemeinert werden (vgl. Heisenberg,
Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehun-
gen, 1925).

2 Niels Hendrik Bohr (1885-1962, Nobelpreis 1922), Uber den Aufbau der Atome und
Molekiile, 1913 (zit. nach D. ter Haar, Quantentheorie, 1970, S.175). — Diese ,erste
Voraussetzung® ist methodisch weitaus wichtiger als seine berithmten Postulate.

3 Lew Dawidowitsch Landau (1908-1968, Nobelpreis 1962) & E. M. Lifschitz (1917-
1969), Quantenmechanik, 1966, S.2f. Diese ,eigenartige Stellung zu erkliren, ist
ein Hauptziel dieses Buches.



VIII Vorwort

Die theoretische Grundlage der modernen Kern-, Elementarteilchen- und
Festkorperphysik ist die Quantenfeldtheorie. Das Versténdnis der Quanten-
feldtheorie setzt das der Quantenmechanik voraus. Die Quantenmechanik ih-
rerseits kann ohne die Klassische Mechanik nicht verstanden werden. Das Ziel
dieses Buches besteht deshalb in einer anschaulichen und in sich konsistenten
Darstellung des Weges von den Prinzipien der Klassischen Mechanik {iber die
der Quantenmechanik zu denen der Quantenfeldtheorie. Der formale Apparat
wird anhand von Anwendungen aus der Festkorperphysik illustriert.

Unter Quantenmechanik verstehen wir die Heisenbergsche Matrizenme-
chanik, die Schrodingersche Wellenmechanik und weitere mathematisch dqui-
valente Theorien, wie die Feynmansche Wegintegral-Darstellung. Zur Quan-
tentheorie als Theorie-Teil der Quantenphysik gehéren neben der oben er-
wihnten Quantenmechanik vor allem die Quantenfeldtheorie und die Quan-
tenstatistik. Wir werden uns auf die nichtrelativistische Theorie beschrénken.

Deduktiv meint, dass typische Begriffe der Quantentheorie: namentlich
das Plancksche Wirkungsquantum, der Welle-Teilchen-Dualismus, eine Wel-
lengleichung, die Ununterscheidbarkeit oder die Heisenbergsche Unschérfere-
lation, micht vorausgesetzt beziehungsweise ad-hoc eingefiihrt, sondern aus
geeigneten Verallgemeinerungen der klassischen systematisch entwickelt wer-
den. Hierbei werden, ankniipfend an Newtons Grundlegung der Klassischen
Mechanik in den Principia, insbesondere die Beitrige von Euler zur Axioma-
tik der Klassischen Mechanik und die von Helmholtz zum Energieerhaltungs-
satz und zu den Konfigurationen mechanischer Systeme herangezogen. Diese
Beitrige enthalten Begriffsanalysen und -bildungen zum Zustand mechani-
scher Systeme und zu den Erhaltungssdtzen, die weit iiber die Klassische Me-
chanik hinausweisen. Dank dessen ermdglichen sie es nicht nur, das Verhéltnis
von Klassischer und Quantenmechanik besser zu verstehen, sondern sogar die
Quantenmechanik selbst in einer véllig neuartigen Weise aus der Klassischen
Mechanik abzuleiten. Das heiffit auch, dass Erweiterungen beziehungsweise
Verallgemeinerungen der Klassischen Mechanik allein dort vorgenommen wer-
den, wo diese selbst aufgrund ihr innewohnender Beschrinkungen Anlass dazu
gibt.

Oftmals wird die Verbindung zwischen klassischen und quantenmechani-
schen Groflen durch das Korrespondenzprinzip bestimmt. Dieses gilt allerdings
nur fiir groe Quantenzahlen. Es ist daher wiinschenswert, eine Verbindung
fiir beliebige Quantenzahlen herzustellen. Auflerdem liefert es eine eher heu-
ristische Berechtigung fiir die Verwendung der klassischen Funktionen fiir die
potentielle und kinetische Energie in der Quantenmechanik, weshalb auch der
Welle-Teilchen-Dualismus und der Tunneleffekt mysterits bleiben.

In den meisten Texten zur Quantenmechanik wird primér der Unterschied
zur klassischen Theorie hervorgehoben. Die vorliegende Darstellung betont da-
gegen die Gemeinsamkeiten beider und geht allein von den klassischen Begrif-
fen aus. Die quantentheoretischen Begriffe werden konsequent auf diejenigen
Grundbegriffe und Grundgesetze zuriickgefiihrt, die bereits das Fundament
der klassischen Theorie bilden. Unter diesen Begriffen spielen der Zustandsbe-
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griff und die Erhaltungssétze eine hervorgehobene Rolle, weil ihr grundlegen-
der physikalischer Inhalt in allen nicht-klassischen Theorien erhalten bleibt.

Es erscheint insbesondere vonnéten zu sein, die Beziehungen zwischen den
klassischen und den quantenmechanischen Begriffen (stationérer) Zustand,
Zustandserhaltung und -verdnderung, Bewegung u.s.w. zu kldren und mathe-
matisch zu formulieren. Zum Beispiel ist es iiblich zu sagen, dass ,,ein quanten-
mechanisches Teilchen keinen bestimmten (Aufenthalts-)Ort“ besitze. Besitzt
es deshalb gar keinen Ort? Was ist iberhaupt ein Teilchen? In der Klassischen
Mechanik spricht man von Kérpern ... — die Probleme der Interpretation der
Quantenmechanik haben offenbar auch damit zu tun, dass selbst dort ver-
schiedene Begriffssysteme benutzt werden, wo dies nicht notwendig ist, weil
gemeinsame Begriffe wie die oben genannten bereits vorhanden sind. Stellt
man beispielsweise die Zustands- bzw. Erhaltungsgréfien auf geeignete Weise
dar, so lassen sich nicht nur die Prinzipien der Zustandserhaltung (wie der
Energiesatz), sondern sogar die Prinzipien der Zustandsverdnderung von der
Klassischen auf die Quantenmechanik iibertragen.

Dank dessen hat der hier dargestellte Zugang zur Quantenmechanik die er-
freuliche Konsequenz, dass es nicht erforderlich ist, die Quantentheorie bereits
verstanden zu haben, um den Ubergang von der Klassischen zur Quantenme-
chanik nachzuvollziehen; es geniigt allein die Kenntnis jener. Dadurch kénnen
bestimmte Annahmen, die zwar durch experimentelle Befunde nahegelegt,
durch die axiomatischen Grundlagen aber durchaus nicht gestiitzt werden,
entfallen. Es geht, schlicht gesagt, darum, die Grundstrukturen zu verstehen
und nicht als Voraussetzung einfach hinzunehmen (Bopp, 1976).

Von den drei urspriinglichen Aufgaben der Quantenmechanik als Atom-
mechanik:

1. Erkldrung der Stabilitdt der Atome,
2. Erklarung der Diskretheit der Atomspektren,
3. Berechnung der Intensitidten der Spektrallinien,

betreffen zwei die stationdren Zustinde und die Erhaltungsgrofien. Auch dies
legt es nahe, von den Erhaltungssétzen statt von den Bewegungsgleichungen
auszugehen, da letztere keine Erhaltungsgrofien enthalten. Dies wird in diesem
Buch auf eine neuartige Weise durchgefiihrt.

Die stationdre Schrodinger-Gleichung ergibt sich von selbst als eine Zu-
standsgleichung fiir Quanten-Systeme. Der entscheidende Unterschied zwi-
schen klassischen und quantenmechanischen Systemen wird durch ein Aus-
wahlproblem beziiglich der moglichen Konfigurationen eines Systems definiert,
siehe Abb. 0.1.

Dank dessen konnen vier bereits von Schrédinger 1926 benannte Forde-
rungen an jedwede Quantisierung erfiillt werden:

1. Die Quantengleichung sollte die Quantenbedingungen in sich selbst tra-
gen (Zweite Mitteilung, S.511), das heift, strenggenommen, unabhingig
von den Randbedingungen. Denn Schrodingers Quantenbedingungen ,,als
Anfangs- oder Randbedingungen“ (FEbda.) sind — #hnlich den de Broglie-
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Klassische Teilchen
(Elektronen)
Energieerhaltung
fiir klassische und > P Welleneigenschaften
nichtklassische Systeme (de Broglie)
Gesamtenergie. und o P Wellengleichung,
Ausdehnung als interne < Vv=E/h (Schrodinger)
Systemparameter
Quantisierung als < Wellenfunktion
<€ w1
Auswahlproblem > (Schrédinger)
A \ 4

Schrodinger-Gleichung

Abb. 0.1. Ableitung der Schrddinger-Gleichung. Rechte Seite: nach Schrodinger
(Eigenwertproblem); linke Seite: vorliegender Zugang

schen Quantenbedingungen, in denen Bohrs , Quantenbahnen® als ste-
hende Wellen interpretiert werden — zu einem groflen Teil klassisch-
mechanische Randbedingungen.

. Es sollte spezielle mathematische Losungsmethoden fiir Differentialglei-

chungen vom Typ der stationéiren Schrodinger-Gleichung geben, die dem
nicht-klassischen Charakter des Quantisierungsproblems Rechnung tra-
gen (Ebda., S.513), mithin verschieden von den klassischen Berechnungs-
methoden fiir die stehenden Wellen von Saiten, Resonatoren u.s.w. sind.

. Die Ableitung sollte eindeutig ergeben, dass die Energie- und nicht die Fre-

quenzwerte diskretisiert werden (Ebda., SS.511, 519). Ersetzt man némlich
nicht hv durch E, sondern E durch hv, so erhélt man fiir die zeitun-
abhéngige Gleichung H1 = hvt, wodurch primér die Frequenz v diskreti-
siert wird; Frequenz-Diskretisierung ist jedoch eine klassisch-mechanische
Erscheinung.

. Die Verwendung der klassischen Ausdriicke fiir die potenzielle und fiir die

kinetische Energie sollte gerechtfertigt werden ( Vierte Mitteilung, S.113).

Diese Begriindung der Quantenmechanik aus der Klassischen Mechanik leistet
auBerdem folgendes Neue:

Als Gegenstand der Quantenmechanik werden diejenigen Systeme be-
stimmt, die auch Konfigurationen einnehmen kénnen, in denen die poten-
zielle Energie grafler ist als die Gesamtenergie. Diese Gegenstandsbestim-
mung ist préziser als ,,Mikroobjekte“, weil bei letzterer die Bestimmung
von ,,klein“ unklar bleibt.

Die quantenmechanischen Zustands-, Zustandséinderungs- und Bewegungs-
gleichungen konnen im Eulerschen Sinne analog zu denen der Klassischen
Mechanik angegeben werden, ohne irgendwelche spezifischen Eigenschaf-
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ten der quantenmechanischen Systeme, wie den Welle-Teilchen-Dualismus,
zu postulieren.

e Die Wellenfunktion (7, t) reprisentiert die Ausdehnung eines quanten-
mechanischen Systems, ihr Absolutbetrag |1 (r,t)| beschreibt die Art und
Weise seiner Raumeinnahme [in stationdren Zusténden ist |¢(r,t)| zeit-
unabhéngig]. Thre Fourier-Transformierte ¢(p,t) erledigt das gleiche im
Impulsraum. Infolgedessen ist eine kleine Ausdehnung im Ortsraum mit
einer groffen Ausdehnung im Impulsraum verkniipft, und umgekehrt. Da-
mit zeichnet sich hier schon ab, dass die gleichzeitige Messung von Ort
und Impuls (im klassisch-mechanischen Sinne!) gewissen Einschrinkungen
unterliegt.

e Die Rolle der klassischen kinetischen und potenziellen Energie wird mo-
difiziert. Die fiir ein Quantenteilchen effektive Potenzialbarriere ist stets
kleiner als die Gesamtenergie. Das entmystifiziert den Tunneleffekt

e Die Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktion kénnen aus denen des
Hamilton-Operators abgeleitet werden, ohne Symmetrie-Postulate aufzu-
stellen. Derartige Postulate neigen dazu, nur die bis dahin bekannten Tat-
sachen zu umfassen und dadurch Verallgemeinerungen zu behindern. So
ging man vor der Entdeckung der Anyonen davon aus, dass es nur permu-
tationssymmetrische (Bosonen) und -antisymmetrische Wellenfunktionen
(Fermionen) gibt. Gewisse Invarianz-Eigenschaften von |t (r, t)| fithren auf
natiirliche Weise zu den Konzepten geometrische Phase und Eichinvarianz
der Schrodinger-Gleichung.

Weitere Vorteile dieses Zuganges fiir die Statistische Physik ergeben sich aus
der konsequenten Anwendung des Newton-Eulerschen Zustandsbegriffes im
Text.

Der fiir die Ableitung der quantenmechanischen Grundgleichungen erfor-
derliche mathematische Apparat umfasst lediglich die Methoden der Differen-
tial- und Integralrechnung, wie sie in den ersten Semestern eines naturwis-
senschaftlichen Studiums vermittelt werden, ja in weiten Teilen sogar im
Standardprogramm des gymnasialen Oberstufenunterrichts enthalten sind,
wéihrend kompliziertere mathematische Hilfsmittel erst bei ihrer Anwendung,
d. h. bei der Losung einer (partiellen) Differentialgleichung herangezogen wer-
den miissen. Dieser Umstand ermoglicht es, die Argumentation nicht nur
in physikalischer, sondern auch in mathematischer Hinsicht derart nachvoll-
ziehbar zu halten, dass neben den SpezialistIlnnen ein sehr breiter LeserIn-
nenkreis angesprochen ist. Der quantenfeldtheoretische Formalismus wird so
eingefiihrt, dass an dieses Wissen beim Studium der weiterfithrenden Lite-
ratur nahtlos angekniipft werden kann.* Wir konzentrieren uns hierbei auf

* Fir die Einfithrung in die Quantenfeldtheorie anhand von Beispielen aus
der Festkorperphysik empfehlen sich neben Haken, Quantenfeldtheorie des
Festkorpers, 1973, auch Stone, The Physics of Quantum Fields, 2000, und, als
anspruchsvollere Darstellung exakter Methoden, Tsvelik, Quantum Field Theory
in Condensed Matter Physics, 1996.
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die Besetzungszahl-Darstellung, weil diese erfahrungsgeméfi am leichtesten
nachvollziehbar ist. In ihr wird die Bewegung im 3/N-dimensionalen Konfigu-
rationsraum auf die Bewegung im gewohnlichen 3-dimensionalen Ortsraum
zuriickgefithrt (vgl. Jordan, 1947, S.99).

Zur Fachliteratur im weiteren Sinne gehoren nicht zuletzt die historischen
Quellen, auf die im laufenden Text extensiv verwiesen wird. Damit seien nicht
nur die Spezialist(inn)en und die historisch interessierten Leser(innen) ange-
sprochen, sondern vor allem die alte Erfahrung weitergegeben, dass das Stu-
dium der Originalliteratur durch nichts zu ersetzen ist (Maxwell, 1891, S. xi).
Es werden viele Erkenntnisse der Mechanik des 17. bis 19. Jahrhunderts be-
sprochen, die in heutige Darstellungen nicht mehr eingehen, obwohl sie enorm
wichtig fiir das Versténdnis des Verhéltnisses von Klassischer Mechanik und
Quantenmechanik sind. Besonderer Wert wird auf die Klarheit der Begriffe
gelegt, weil im Mangel derselben eine Hauptursache fiir die konzeptionellen
Schwierigkeiten gesehen wird.

Diese Darstellung der Verbindungen zwischen Klassischer und Quanten-
mechanik richtet sich nicht zuletzt an Lehramtskandidat(inn)en und Leh-
rer(innen) in der Weiterbildung: muss doch die Scheu vor der Quantenphysik
zuvorderst in der Schule genommen werden.

Die Beispiele aus der Festkorperphysik stammen einerseits aus Vorlesun-
gen und Ubungen, die an der Brandenburgischen Technischen Universitit
Cottbus fiir Physik- und Mathematik-Student(inn)en im 8. Semester gehalten
wurden, — andererseits aus der eigenen Forschungstétigkeit. Die {iberwiegend
experimentell orientierten Student(inn)en wurden mit Grundbegriffen und
-modellen der Quantenfeldtheorie und ihrer Anwendung in der Festkorper-
physik vertraut gemacht, weil diese Theorie fiir das Versténdnis der Eigen-
schaften einer groffen Materialklasse von Bedeutung ist, welche unter an-
derem die Grundlage fiir die gegenwirtig hochaktuelle Nanophysik bildet.®
Viele Mechanismen kénnen an sehr einfachen Modellen demonstriert werden,
namentlich am harmonischen Oszillator und an der linearen Kette von Feder-
schwingern (Gitterschwingungen — Phononen), an den Bloch-Elektronen sowie
an den Lochern in Halbleitern. Aulerdem wurden die wichtigsten Wechsel-
wirkungen, nédmlich die zwischen Elektronen und Phononen (Polaronen), die
zwischen den Elektronen (Excitonen, Korrelationen) sowie die zwischen Elek-

5 Viele Modellsysteme aus gar nicht so alten Physik-Lehrbiichern kann man in der
praktischen Realisierung wieder finden. Makroskopische Festkorper lassen sich
in einem bestimmten, ebenfalls makroskopischen Ordnungszustand und mit be-
stimmten gewiinschten Eigenschaften aus ihren atomaren und molekularen Ein-
heiten maf3 schneidern, indem man in speziellen Anlagen Schicht fiir Schicht,
Atomlage fiir Atomlage oder sogar Atom fiir Atom mittels Molekularstrahlepi-
taxie auftriagt (Alferov 2000; Bimberg, Grundmann & Ledentsov, 2003; Fahrner,
2005; Ifrich, 2003; Kalt & Hetterich, 2004; Seeger, 2004). Seit dem Triumphzug
der Mikroelektronik und Informationstechnologie arbeitet die Mehrzahl der Phy-
siker auf dem Gebiet der Festkorperphysik, und von diesen die Mehrzahl in der
Halbleiterphysik.
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tronen und Photonen (Polaritonen) besprochen. Wegen der aktuellen Bedeu-
tung der Optoelektronik fiir die Informations- und Kommunikationstechnik
wurde in den vorliegenden Text die Beschreibung neuer Effekte aufgenom-
men, die durch die oft vernachléssigte Hybrid-Wechselwirkung zwischen Elek-
tronen und Lochern in GaAs-dhnlichen Halbleitern entstehen. Nicht zuletzt
an diesem Beispiel wird deutlich, dass auch kompliziertere Wechselwirkungs-
prozesse oft mit relativ einfachen Mitteln durchgerechnet werden kénnen. Die
Materialzusammenstellung integriert methodische Erfahrungen auch aus der
Quantenchemie, Laser- und Transporttheorie.

Die anspruchsvolleren Abschnitte, die bei einem ersten Lesen iibergangen
werden konnen, ohne das Verstdndnis der meisten darauffolgenden zu be-
eintrichtigen, sind mit * gekennzeichnet. Einen * tragen auch die Aufgaben
fiir fortgeschrittenere Leser(innen); ein Teil von ihnen soll zum selbsténdigen
Forschen anregen. In beiden Fillen betrifft es naturgeméaf die Fragestellungen,
bei denen es anfangt spannend zu werden . ..

Mein Dank gebiihrt allen, die jene Vorlesung unterstiitzt haben, insbeson-
dere Prof. Th. Elsdsser (Max-Born-Institut, Berlin) und Prof. E. Siegmund
(Brandenburgische Technische Universitidt Cottbus). Dr. R. Miiller hat das
Vorlesungs-Skript (die Urform des vorliegenden Textes) kritisch gelesen. Viele
niitzliche Hinweise und Anregungen verdanke ich den Diskussionen mit Dr.
M. Altaisky, Prof. Y. Dabaghian, Dr. M. Daumer, Dr. K. Ellmer, Dr. D. Fair-
ly, Prof. L. Fritsche, Prof. W. Greiner, H. Hille, Prof. J. Keller, Prof. J. R.
Klauder, Prof. H. Kroger, Dr. Th. Kriiger, Prof. H. Liibbig, Prof. M. Ma-
tone, Prof. S. N. Mayburow, Prof. J. G. Muroz, Prof. G. Nimtz, Prof. Harry
Paul, Dr. Th. Poschel, Prof. W. P. Schleich, Prof. J. Schnakenberg, Prof. J.
Schréter, Dr. W. Smilga, Dr. E. Stefanovich, Dr. L. Teufel, Dr. R. Tomulka,
Prof. H. Tributsch, Dr. W. Tuschik, Dr. M. Vogt und Prof. R. F. Werner.
Der Deutschen Akademie der Naturforscher Leopoldina danke ich fiir die Ver-
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1. Warum Quantentheorie?
Festkorperphysikalische Aspekte

Aus dem Vorhergehenden geht klar hervor, in welchem Sinne die molekular-
kinetische Theorie der Wirme modifiziert werden muss, um mit dem Verteilungs-
gesetz der schwarzen Strahlung in Einklang gebracht zu werden. Wéhrend man
sich ndmlich bisher die molekularen Bewegungen genau denselben Gesetzméflig-
keiten unterworfen dachte, welche fiir die Bewegungen der Korper unserer Sin-
neswelt gelten, sind wir nun genétigt ... die Annahme zu machen, dass die
Mannigfaltigkeit der Zusténde, welche sie anzunehmen vermogen, eine geringere
sei als bei den Koérpern unserer Erfahrung.

(A. Einstein, 1907")

1.1 Problemstellung

Die Quantentheorie beginnt im Jahre 1900 mit der Planckschen? Vorstellung,
dass die Energie E von N | linearen monochromatisch schwingenden Resona-
toren“ der Frequenz v auf eine neue, in der Physik bis dahin nicht bekannte
Weise diskretisiert ist: ,Wir betrachten aber — und dies ist der wesentlich-
ste Punkt der ganzen Berechnung — F als zusammengesetzt aus einer ganz
bestimmten Anzahl endlicher gleicher Teile und bedienen uns dazu der Natur-
konstanten h = 6,55-1072"(erg-s)“ E = P-h-v, wobei P =0,1,2,--- eine
nichtnegative ganze Zahl ist. Statt des Kontinuums der klassischen Schwin-
gungsenergie als Funktion der Anfangsauslenkung und -geschwindigkeit ist die
Menge der moglichen Schwingungsenergien abzdihlbar unendlich.

Mit ,, Resonatoren® meint Planck nicht Hohlraum-Resonatoren, sondern
Hertzsche Oszillatoren (Planck, 1919); ihr akustisches Analogon sind Stimm-
gabeln. Die elektromagnetische Strahlung selbst befindet sich ,;in einem von
spiegelnden Wianden umschlossenen diathermanen Medium®.

Fiinf Jahre spéter fithrte Einstein (1905) — indem er als erster die Planck-
schen Vorstellungen physikalisch ernst nahm — diese ,,Quantenhypothese®

! Albert Einstein (1879-1955, Nobelpreis 1921), Die Plancksche Theorie der Strah-
lung und die Theorie der spezifischen Wdarme, 1907. — Einstein betrachtet hier,
ebenso wie Planck und wie fast 150 Jahre frither Euler, die (stationiren) Zusténde
(und damit den Zustandsbegriff) als grundlegend.

2 Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947, Nobelpreis 1918), Zur Theorie des
Gesetzes der Energieverteilung im Normalspektrum, 1900.
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konsequent zur ,Lichtquantenhypothese“ weiter, wobei er eine energetische
und rdumliche Granularitdt des elektromagnetischen Feldes selbst annahm.
Durch die Ubertragung der Quantenhypothese auf die Gitterschwingungen
von Festkorpern konnte er 1907 das Verschwinden ihrer spezifischen Wéarme
bei tiefen Temperaturen modellieren. Bohr (1913) {ibertrug die Planckschen
und Einsteinschen Ideen auf die Atombhiille, um die Diskretheit der atomaren
Emissionsspektren zu erkldren. Auf analoge Weise lassen sich die optischen
Eigenschaften von Festkorpern berechnen.

In allen diesen Féllen handelt es sich um eine prinzipiell neuartige Eigen-
schaft der gebundenen stationdren Zustinde solcher nichtklassischen Systeme:
Die Anzahl der stationdren Zustédnde ist geringer als bei ihrem klassischen
Pendant.

Um auch die jeweiligen Intensitéiten der Spektrallinien zu berechnen, be-
darf es jedoch letztlich einer nichtklassischen Mechanik. Fine solche Mechanik
wurde 1925 von Heisenberg? als ,Matrizenmechanik“ und 1926 von Schrédin-
ger als , Wellenmechanik®“ erfunden. Beide sind mathematisch weitgehend
dquivalent, weshalb wir sie unter der Bezeichnung Quantenmechanik zusam-
menfassen.

Wie die Einsteinsche Theorie der spezifischen Warme zeigt, gibt es mit
der Temperaturabhingigkeit der spezifischen Wérme sogar makroskopische
Eigenschaften von Festkorpern, die prinzipiell nicht im Rahmen der klassi-
schen Physik erklédrt werden konnen. Hierzu gesellten sich fast gleichzeitig die
Supraleitung (Kamerlingh Onnes, 1911) und weitere makroskopische Quan-
teneffekte. Die Plancksche Quantenhypothese zeigt, dass man diese Beson-
derheiten aus neuen Prinzipien ableiten muss, weil die hiermit verbundenen
Eigenschaften im Widerspruch zu den Prinzipien der Klassischen Mechanik
stehen. Die Grundgroéfle der neuen Theorie bildet das Wirkungsquantum A,
das Planck aus thermodynamischen Erwigungen zur Erklarung der Strahlung
schwarzer Korper eingefiihrt hat.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass sich die Resonatoren nicht in den Wanden des Hohl-
raums befinden! Hinweis: Benutzen Sie die oben zitierten Eigenschaften der
Winde!

Aufgabe: Diskutieren Sie die Annahme ,monochromatischer Resonatoren®
hinsichtlich der Wechselwirkung mit dem &ufleren Feld und formulieren Sie
Kriterien fiir die Zuléssigkeit dieser Annahme! Hinweis: Die Durchléssigkeit
von Resonatorspiegeln fithrt zu einer Ddmpfung und damit endlichen Linien-
breite der Strahlung im Resonator.

3 Werner Karl Heisenberg (1901-1976, Nobelpreis 1932), Uber quantentheoretische
Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen, 1925.
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1.2 Die Quantentheorie der spezifischen Wirme
nach Einstein

Die Grundlagen der Quantentheorie des festen Korpers wurden in Einsteins
oben zitierter Arbeit ,,Die Plancksche Theorie der Strahlung und die Theorie
der spezifischen Wirme* (1907) gelegt. Einstein betrachtete als Modell des
festen Korpers eine Anordnung von ortsfesten Oszillatoren, die alle mit der
gleichen Frequenz v um ihre Ruhelage schwingen und mit einem Strahlungs-
feld Energie austauschen kénnen. Spéiter miindete diese Vorstellung in das
Modell, in dem die Oszillatoren nicht mit einem &ufleren Strahlungsfeld, son-
dern mit dem inneren Elektronengas Energie austauschen, wobei sowohl die
Ostzillatoren als auch das Elektronengas als Feld betrachtet werden.

Weil die Gitterschwingungen fiir das Infrarot-Spektrum verantwortlich
sind, forderte Einstein, dass ihre spektrale Energieverteilung im thermischen
Gleichgewicht gleich der der oben genannten Planckschen Resonatoren sei.
Diese Forderung konnte er nur erfiillen, wenn die Verteilung der energeti-
schen Zustédnde des einzelnen Oszillators nicht gleich der eines klassischen
harmonischen Oszillators, sondern gleich der eines Planckschen Resonators
ist, wenn also energetische Zusténde nur fiir die Energiewerte E, = n - hv
(n=1,2,...) vorhanden sind. Einstein nimmt also an, dass das System durch
seine stationdren energetischen Zustinde zu beschreiben sei. Auch in spéteren
Arbeiten, die einen wesentlichen Einfluss auf die Entwicklung der Quanten-
mechanik hatten, diskutiert Einstein die Ableitung des Planckschen Gesetzes
und die Vereinbarkeit mit den Erhaltungssédtzen, dem Energiesatz und dem
Impulssatz?. Auf diesem Wege wird die Quantenhypothese unabhingig von
der statistischen Begriindung durch Planck.

Das Energiespektrum eines einzelnen Oszillators ist ndmlich keine ther-
modynamische Grofle, sondern eine Eigenschaft des einzelnen mechanischen
Systems, die sich allein aus den Systemparametern ergibt; sie hat keinerlei Be-
ziehung zur Temperatur, nicht einmal zur Wechselwirkung dieses Systems mit
anderen Korpers oder mit einem Strahlungsfeld. Es ist deshalb auch nicht not-
wendig, das Energiespektrum mittels der Planckschen Quantenhypothese fest-
zulegen, sondern es ist — wie wir zeigen werden — moglich, seine Besonderheiten
fiir nicht-klassische Systeme auch aus anderen Voraussetzungen abzuleiten.

Die Einsteinsche Theorie der spezifischen Wéarme zeichnet sich aber nicht
nur durch die Anwendung der Quantenhypothese aus, sondern vor allem durch
eine Umdefinition des Problems der Quantisierung selbst. Die Dynamik wird
allein durch die Eigenschaften des Energiespektrums erklirt; auf die {iblichen

4 Einstein, Strahlungs-Emission und —Absorption nach der Quantentheorie, 1916;
Zur Quantentheorie der Strahlung, 1916; Zum Quantensatz von Sommerfeld und
Epstein, 1917. — Spéter verweisen de Broglie (The wave nature of the electron,
1929), Schrodinger (Zweite Mitteilung, 1926) und Born (The statistical interpre-
tation of quantum mechanics, 1954) auf die enge Verwandtschaft ihrer Uberlegun-
gen zu Einsteins Arbeiten. — Vgl. auch Einstein, Einleitende Bemerkungen tber
Grundbegriffe, 1953, S.4.
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klassischen Bestimmungsstiicke eines Systems, insbesondere auf die Bahnen
der oszillierenden Korper, wird weitgehend verzichtet. Das Infrarotspektrum
eines Kristalls muss nicht auf statistischem Wege, sondern kann mittels des
bereits in der klassischen Physik etablierten deterministischen Prinzips der
Energieerhaltung erklart werden. Es ist lediglich anzunehmen, dass die sta-
tiondren Zustinde nicht durch die Wechselwirkung mit der Strahlung modi-
fiziert werden. Die Quantisierung erscheint als Zustands-, genauer: als Aus-
wahlproblem eines Teils des klassischen energetischen Spektrums, wobei die
Zustdnde selbst wesentlich modifiziert werden.

»In einem Vortrag in Salzburg 1909 verlieh er seinem Unbehagen Aus-
druck, dass die neue Quantenhypothese dem Zufall in der Natur eine
Bedeutung verschaffe, die iiber dessen Rolle in der klassischen Physik
hinausginge.“ (Zeilinger, 2000)

Die Einwéinde gegen die statistische Interpretation der Quantenmechanik hat
Einstein nie als erledigt betrachtet.

1.3 Warum Quantenfeldtheorie des Festkorpers?

Im Rahmen der Quantenmechanik wird bei der Berechnung der optischen Ei-
genschaften von Atomen, Molekiilen und Festkorpern das elektromagnetische
Feld noch klassisch behandelt. Diese sogenannte halbklassische Theorie liefert
zwar befriedigende Ergebnisse bei nicht zu geringen Intensitéiten des optischen
Feldes — vernachléssigt aber vollstéandig die Rickwirkung des quantenmechani-
schen Systems auf das elektromagnetische Feld. Um diese Wechselwirkung zu
bertiicksichtigen, muss auch das elektromagnetische Feld quantenphysikalisch
beschrieben werden.

Andererseits ist die quantenmechanische Beschreibung punktmechanischer
Systeme nicht kompatibel mit der Quantenfeldtheorie. Um die quantentheo-
retische Beschreibung konservativer Systeme mit der von Feldern zusammen-
zufiihren, schlieft sich an die sogenannte 1. Quantisierung ein weiterer Schritt
an. Dieser bringt nicht eine zusétzliche Quantisierung mit sich, obwohl das
Verfahren 2. Quantisierung genannt wird, sondern besteht in einer weiteren
Modifikation des mathematischen Apparats. Die Wellenfunktion v (z,t) wird
zunichst als klassische Feldvariable aufgefasst und dann durch die 2. Quanti-
sierung zum Operator 1&(,@7 t) erkldrt. Man kann diese Entwicklung mit der des
mathematischen Formalismus der klassischen Mechanik vergleichen, die mit
Newton und Euler begann und iiber d’Alembert und Lagrange zu Hamilton
und Jacobi fithrte.

Formuliert man diesen Sachverhalt auf dem Hintergrund des sogenannten
Welle-Teilchen-Dualismus, so stellt sich diese Zusammenfithrung zur Quan-
tenfeldtheorie wie folgt dar.

Das Elektron wird hier als ein wechselwirkungsfreies ,, Teilchen“ verstan-
den, das aus einem klassischen Teilchen wie durch eine Metamorphose ent-
steht, weil es infolge der Zuordnung der de Broglie-Wellenléinge eine zweite
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Klassische Teilchen Klassische Wellen
(Elektronen) (Gitterschwingungen, Licht)
Welleneigenschaften Teilcheneigenschaften
€ (de Broglie) (Quantisierung) )
Y Y
Wellenmechanik (Schrodinger) T > Quantenfeldtheorie

2. Quantisierung

Abb. 1.1. Die Quantenfeldtheorie vereinigt die Theorien fiir Teilchen und Felder
(konventionelles Schema)

Eigenschaft bekommt, d. h. auch ,, Welleneigenschaften“ zeigt, ohne die erste-
ren zu verlieren. De Broglie® sah sich angesichts der Existenz des Energie-
Impuls-Vierervektors der Speziellen Relativitéitstheorie und der Planckschen
Energie-Frequenz-Bezichung ¢ = hv veranlasst, beide Bilder zu synthetisie-
ren: p = h/X (p — Impuls, A — Wellenléinge). Umgekehrt zeigen die ,, Wellen“,
nach einer ebensolchen Metamorphose, ,, Teilcheneigenschaften“. Auf diesem
synthetischen Wege ist Schrédinger zu seiner Theorie gelangt; die Grundlage
bildete die Hamiltonsche Diskussion der Beziehung zwischen Wellenoptik und
Strahlenoptik®.

Der in der klassischen Physik bestehende Dualismus zwischen Koérpern
(Teilchen) und Feldern (Wellen) darf dabei nicht einfach auf die nichtklas-
sische Physik iibertragen werden. Denn es geht, wie gesagt, letztlich um die
Synthese der klassischen Beschreibungsweisen von Kérpern (Teilchen) und
Feldern (Wellen) (Heisenberg, 1929; de Broglie, 1966).

Wir werden allerdings einen anderen Weg beschreiten und nicht von ei-
nem freien Teilchen und dem Welle-Teilchen-Dualismus ausgehen, sondern
auf Voraussetzungen und Prinzipien zuriickgreifen, die sowohl in der Klas-
sischen, als auch in der Quantenmechanik (und in der Quantenfeldtheorie)
giiltig sind, ndmlich auf die Beschreibung eines konservativen mechanischen
Systems durch seine stationdren Zusténde, die dank des Energiesatzes existie-
ren. Dadurch entgehen wir der Gefahr, am Ende gerade das zu erhalten, was
wir am Anfang postuliert haben.

Die Quantenfeldtheorie wird in diesem Buch auch am Modell der soge-
nannten Elektron-Phonon-Wechselwirkung abgehandelt. Die Phononen sind

® Louis Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987, Nobelpreis 1929), Recherches
sur la théorie des quanta, 1924.

8 Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), On the Application to Dynamics of a
General Mathematical Method Previously Applied to Optics, 1834.
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dabei keineswegs, und das ist die Besonderheit der quantenfeldtheoretischen
Beschreibung, einzelne Oszillatoren, sondern Anregungen, d. h. energetische
Zusténde des Gesamtsystems der Oszillatoren. Ebenso sind hier die Elektro-
nen nicht gewohnliche ,, Teilchen® (Drude, 19007), sondern Anregungen des
Gesamtsystems der freien Ladungstréiger.

7 Paul Drude (1863-1906), Zur Elektronentheorie der Metalle, 1900; Lehrbuch der
Optik, 1900, Ch. TV.



2. Zu den Beziehungen zwischen klassischer
Mechanik und Quantenmechanik

In der Quantenfeldtheorie ist die Differenz zwischen der Klassischen Mecha-
nik und der Quantenmechanik nicht aufgehoben. Denn auch hier bleibt die
Klassische Mechanik die unbestrittene methodologische Grundlage. Daraus
folgt unmittelbar die Frage, welchen axiomatischen Status die Quanten- im
Vergleich zur Klassischen Mechanik und umgekehrt die Klassische im Ver-
gleich zur Quantenmechanik besitzt? Wenn man die Klassische Mechanik als
Grenzfall der Quantenmechanik ansieht, ergibt sich am Anfang gestellte Frage,
wie ein Grenzfall einer Theorie zur Begriindung dieser Theorie dienen kann?
Offensichtlich kann man diese Frage kaum mit mathematischen Methoden
entscheiden, ohne zuvor die physikalischen Grundlagen gelegt zu haben.

Derartige Komplikationen kénnen vermieden werden, wenn man sich allein
auf diejenigen Prinzipien stiitzt, die in beiden Theorien anwendbar sind. Dazu
gehoren die Unterscheidung in Zustands- und Nicht-Zustands- bzw. Erhal-
tungs- und Nicht-Erhaltungsgrofien sowie die Giiltigkeit der Erhaltungssétze.
Insbesondere ist die Formulierung des Energiesatzes mittels quantentheoreti-
scher Begriffe oder Groflen prinzipiell unmoglich, ohne den Energiesatz der
klassischen Mechanik heranzuziehen (de Broglie, 1929).

Tatséchlich ist die Menge der moglichen stationéiren Zusténde eines Sys-
tems die primdre Grofie, denn sie bestimmt auch die Menge der moglichen Zu-
standsdnderungen; die Bewegungsabldufe bestehen aus einem Durchschreiten
der stationdren Zustéande:

»,Dabei liegt jedoch der Wellenmechanik {iberhaupt nicht die Vor-
stellung eines plotzlichen Uberganges aus dem einen in den ande-
ren Schwingungszustand zugrunde, sondern das betreffende Partial-
moment — wie ich es kurz nennen will — entspringt nach ihr aus dem
Zusammenbestehen der beiden Eigenschwingungen und dauert solange
an, als beide gleichzeitig angeregt sind. “!

Der Sprung im ,,Quantensprung betrifft daher die Differenz zwischen Aus-
gangs- und Endwert z. B. der Energie, wihrend der Ubergang selbst kontinu-
ierlich verlduft. Bildlich gesprochen handelt es sich um ein Treppensteigen,
bei dem der zweite Fufl erst von der unteren Stufe abhebt, nachdem der erste
Fuf} die obere Stufe betreten hat.

L Schrédinger, Dritte Mitteilung, S.465; Hervorhebung im Original.
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Die Hamiltonsche Theorie? — deren Faszination und Leistungskraft nach
wie vor ungebrochen sind — spielte eine wesentliche Rolle beim Auffinden der
Schrodinger-Gleichung. Schrodinger spricht von einem

yinneren Zusammenhang der Hamiltonschen Theorie mit dem Vor-
gang der Wellenausbreitung®,

der

,Hamilton selbst nicht nur wohlbekannt, sondern fiir ihn den Aus-
gangspunkt seiner Theorie der Mechanik (bildete).¢
(Zweite Miteilung, S.489)

Dieser innere Zusammenhang ist allerdings nicht hinreichend, um die Existenz
des Planckschen Wirkungsquantums versténdlich zu machen.

,Mit Hilfe der Hamilton-Jacobischen Theorie lisst sich in der Tat fiir
die klassische Mechanik eine Wellengleichung ableiten ... Das verfihrt
zu der folgenden Spekulation: Es kénnte nun aber doch sein, dass auch
die klassische Mechanik nur als der Grenzfall einer iibergeordneten
Wellenmechanik aufzufassen ist, so wie es die geometrische Optik fiir
die Lichtwellentheorie ist. “3

Demnach miisste sich auch der Teilchen-Charakter des Lichts aus einer Wel-
lengleichung ableiten lassen. Einen solchen Versuch hat Einstein unternom-
men, um seine Hypothese iiber den korpuskularen Charakter der Strahlung
zu begriinden?.

Geht man nun auf diesem Wege von der Klassischen zur Quantenphysik,
so werden die Widerspriiche, die innerhalb jener zwischen Teilchen,,bild“ und
Wellen,,bild“ bestehen, in diese zunéchst linear {ibertragen, obwohl diese Bil-
der hier eine véllig andere Bedeutung besitzen. Die neuen ,,Quantenbilder*
werden im Sinne der klassischen Theorie interpretiert, so dass ,,Wellenbild*
und ,, Teilchenbild“ weiterhin als unvereinbar, einander widersprechend emp-
funden werden. Dabei liegt ein solcher Gegensatz gar nicht mehr vor, da eine
Synthese beider vollzogen worden ist.

In der Tat wird bei der Feld-Quantisierung der Wellencharakter des Fel-
des nicht aufgehoben. Und auch der Tunneleffekt erscheint mysterits, wenn
man die klassischen Grofien (hier die potentielle Energie) unkritisch auf quan-
tenmechanische Systeme iibertrégt; wir werden das weiter unten genauer be-
trachten.

Im Unterschied zur Verallgemeinerung der Klassischen Mechanik in Rich-
tung Spezielle Relativitéitstheorie (Suisky & Enders, 2003) ist es allerdings

2 Hamilton, On the Application to Dynamics of a General Mathematical Method

Previously Applied to Optics, 1834; On a General Method in Dynamics, 1834;
Second FEssay on a General Method in Dynamics, 1835.

Nolting, Quantenmechanik, S.74; Hervorhebung im Original.

Einstein, Zum gegenwdrtigen Stand des Strahlungsproblems, 1909. — Einstein
kommt hier zu dem Schluss, dass anstelle der d’Alembertschen Wellengleichung
(siehe unten) eine nicht-lineare und inhomogene Gleichung erforderlich ist.
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nicht moglich, die Klassische Mechanik auf eine &hnliche Weise zur Quanten-
mechanik zu verallgemeinern, wie die nichteuklidischen Geometrien aus der
euklidischen abgeleitet wurden, weil hier die axiomatischen Grundlagen auf
ganz andere Weise und viel tiefgehender betroffen sind.

In den folgenden Punkten sind unsere einzelnen Schritte von der Klassi-

schen Mechanik zur Quantenfeldtheorie zusammenfassend dargestellt.

1.

5

6

Bei der Analyse der wechselseitigen Beziehungen zwischen Klassischer Me-
chanik und Quantenmechanik zeigt es sich, dass man beide Theorien auf
eine gemeinsame Basis stellen kann, wenn man bei der Beschreibung klas-
sischer und nichtklassischer Systeme von stationiren Zustandsgroen aus-
geht und die Zustandserhaltung als iibergreifendes Prinzip annimmt, aus
dem sich sowohl die klassischen als auch die nicht-klassischen Bewegungs-
gleichungen ableiten lassen. Die Voraussetzungen und Ergebnisse werden
anhand des Modellsystems harmonischer Oszillator diskutiert und abge-
leitet sowie an Beispielen aus der Festkorperphysik illustriert.

. Der Rahmen fiir die Konstruktion der Modelle wird durch den Energiesatz
und die Konfigurationen eines Systems nach Helmholtz® gegeben.

Das Verhaltnis von Klassischer Mechanik und Quantenmechanik ist das
Verhiltnis zweier Theorien, die ungeachtet ihrer Verschiedenheit aufein-
ander bezogenen sind und sich wechselseitig begriinden. Ein Modell fiir ein
solches Verhéltnis zweier alternativer Theorien kann in den einander aus-
schliefenden und zugleich aufeinander bezogenen Axiomen der Eulerschen
Mechanik (siehe unten) gesehen werden.

Der Energiesatz bildet die Grundlage fiir die Ableitung der stationéren
Schrodinger-Gleichung, wobei — in Verallgemeinerung einer Idee von de
Maupertuis, Pierre Louis Moreau® — eine Darstellung der Energie als in-
nerer Systemparameter gesucht wird; als Parameter also, der — wie im
Bohrschen Atommodell — keine Funktion duflerer Parameter (wie sie die
Anfangsbedingungen darstellen) ist. Die Existenz des Wirkungsquantums
braucht nicht postuliert zu werden, sondern ergibt sich im Rahmen dieser
Ableitung.”

Zeitabhéngigkeiten sind im Energiesatz nicht explizit enthalten und
konnen deshalb im Rahmen des vorliegenden Zuganges nur iiber die Wel-
lenfunktionen eingefithrt werden (hierin besteht ein wesentlicher Unter-
schied zu der von Schrodinger vorausgesetzten d’Alembertschen Wellen-
gleichung, welche die Zeit explizit enthélt). Die nichtstationdre Schrodin-

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894), Uber die Erhaltung der

Kraft, 1847; Vorlesungen iber die Dynamik discreter Massenpunkte, 1911.

Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759), Accord de différentes Loiz de la
Nature qui avoient jusqu’ici paru incompatibles, 1744.

Nach Wigner (Events, laws of nature, and invariance principles, 1963) beschrei-
ben die Naturgesetze die RegelméBigkeiten in den Ereignissen, wihrend die An-
fangsbedingungen die iibrigen Einfliisse beinhalten. Wir werden zeigen, dass die
Trennung in interne und externe Parameter zu neuen Ergebnissen fiihrt.
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ger-Gleichung wird deshalb — analog zur Ableitung der Newtonschen und
der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen — aus der Forderung hergeleitet,
dass die Anderung der (stationiren) Zustandsgrofien von dieser selbst und
von den Anderungen der Nicht-ZustandsgroBen unabhingig ist. — Alterna-
tiv hierzu kann sie aus einer universellen, systemunabhéngigen Beziehung
zwischen den rdumlichen und zeitlichen Verdnderungen der orts-, impuls-
und zeitabhéingigen Systemgrofien potentielle Energie, kinetische Energie
und Wellenfunktionen abgeleitet werden, die im nichtstationdren Fall an
die Stelle der nichtklassischen Darstellung der Energie tritt (und sich im
stationdren Fall auf diese reduziert).

6. Die Verallgemeinerung dieses Zuganges auf Quantensysteme gleicher Teil-
chen fiihrt — wiederum ohne zusdtzliche Postulate — zur Permutationssym-
metrie der Viel-Teilchen-Wellenfunktionen und den daraus resultierenden
Quanteneffekten. Die Besetzungszahl-Darstellungen fiir Bosonen und Fer-
mionen werden auf der Grundlage der Planckschen Quantenhypothese
einerseits und des Pauli-Verbots® andererseits entwickelt.

7. Dem Newton-Eulerschen Zustandsbegriff entspricht jedoch nicht die Wel-
lenfunktion selbst, sondern ihr Betrag. Dessen Permutationssymmetrie
weist auf die — iiblicherweise auf viel schwierigerem Wege erhaltene —
mogliche Existenz von Anyonen.

8. Die Feld-Quantisierung kommt ebenfalls ohne zusétzliche Postulate aus,
indem die Feldgroflen derart nach Normalmoden entwickelt werden, dass
die Entwicklungskoeffizienten wie die Auslenkungen harmonischer Oszil-
latoren behandelt werden konnen. Andererseits besitzt die Normalmoden-
Quantisierung gewisse prinzipielle Nachteile (Schleich, 2000, Kap.10). Des-
halb wird vorgeschlagen, die Quantisierung im Phasenraum der kanonisch-
konjugierten Feldvariablen vorzunehmen. Der Formalismus der Zweiten
Quantisierung wird mit Hilfe der kanonischen Quantisierung abgeleitet.

Es ist allerdings nicht ganz unerwartet, dass man bei diesem Vorgehen der-
art weit gehende Einsichten gewinnt. Denn Euler, d’Alembert? und Mauper-
tuis haben die mathematischen und begriffiichen Grundlagen der Mechanik
so tiefgriindig entwickelt, dass ihr als Theorie eine universelle Giiltigkeit zuge-
sprochen werden konnte. Euler hat in seltener Klarheit, Widerspruchsfreiheit
und vor allem Vollstdndigkeit die wesentlichen Voraussetzungen fiir diesen
spéter von Laplace!® ausgesprochenen Universalititsanspruch formuliert.

Vor allem Euler ist durch

»,die Universalitdt und die spekulative Tiefe seines Denkens ausge-
zeichnet, welches unabléssig darauf ausging, die forschende und kon-

8 Wolfgang Pauli (1900-1958, Nobelpreis 1945), Uber den Zusammenhang des Ab-
schlusses der Elektronengruppen im Atom mit der Komplexstruktur der Spektren,
1925.

9 Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783),. Traité de Dynamique, 1743.

10 Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827), Mécanique céleste, 17991f.
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struierende Wissenschaft nach ihren philosophischen Gehalt sich zu
Bewusstsein zu bringen. ... Seine physikalischen und mathemati-
schen Arbeiten ... sind durchweg von dem Bestreben gekennzeichnet,
die Grundbegriffe zur hochsten Klarheit zu bringen.“!!

Euler hat alle wesentlichen Probleme der Mechanik, iiber die zu seiner Zeit dis-
kutiert wurde, in einer uniibertroffenen Weise in einem logisch konsistenten
System von Begriffen zusammengefasst, fast alle Probleme der technischen
Mechanik mit seinen neuen Methoden durchgerechnet und dabei die Me-
chanik der starren Korper (Kreisel-Theorie) und die Kontinuums-Mechanik
begriindet.!?

Wegen dieser logischen Klarheit und Vollstdndigkeit hinsichtlich ihrer
Voraussetzungen einerseits und der axiomatischen Festlegung nur der Zu-
standserhaltung, nicht aber der Zustandsverdnderung andererseits ist die Eu-
lersche Darstellung der Mechanik geradezu prédestiniert, als Ausgangspunkt
fiir Fragen nach nicht-klassischen Modellen fiir mechanische Systeme zu die-
nen. Trotz dieser Vorziige ist der Riickgriff auf die Eulersche Axiomatik nach
meiner Kenntnis bisher in der Literatur nicht vorgenommen worden.

Y Briedrich Ueberwegs Grundriss der Geschichte der Philosophie, 3. Teil, S.462.

12 Siehe z. B. Speiser, Vorwort zum Bd. II, 5 der Leonardi Fuleri Opera Omnia; Fell-
mann, Leonhard Fuler, 1995, SS. 63, 111, 122; van der Waerden, FEulers Herleitung
des Drehimpulssatzes, 1983, S.271.



3. Grundbegriffe der klassischen Mechanik

Man wird darin Beweise von der Art finden, welche nicht eine ebenso grofle
Gewissheit als diejenigen der Geometrie gewdhren und welche sich sogar sehr
davon unterscheiden, weil hier die Principien sich durch die Schliisse bewahrhei-
ten, welche man daraus zieht, wihrend die Geometer ihre Sitze aus sicheren und
unanfechtbaren Grundsétzen beweisen; die Natur der behandelten Gegenstinde
bedingt dies.

(Chr. Huygens, 1678")

3.1 Newtons Darstellung der klassischen Mechanik

ist die rationale Mechanik die ... Wissenschaft, welche von den aus ge-
wissen Kriften hervorgehenden Bewegungen und umgekehrt den zu gewissen
Bewegungen erforderlichen Kriften handelt. ... Alle Schwierigkeit der Physik
besteht ndmlich dem Anschein nach darin, aus den Erscheinungen der Bewegung
die Krifte der Natur zu erforschen und hierauf durch diese Krifte die iibrigen
Erscheinungen zu erkldren.

(I. Newton, 1687%)

Newton hat mit seinem Hauptwerk Philosophiae naturalis principia mathe-
matica (1687) die Grundlagen der modernen Physik gelegt, die fiir fast alle
weiteren Entwicklungen wegweisend waren und es bis heute geblieben sind.
Das Newtonsche Werk entfaltete nicht nur wegen der Neuartigkeit des Ge-
genstandes erst im 18. Jahrhundert seine volle Wirkung, sondern war auch
wegen der komplizierten und komprimierten Darstellung nicht leicht zu er-
schlieflen; seine Rezeptionsgeschichte ist auch eine Geschichte von neuarti-
gen Entwicklungen, die iiber Newton hinausgehen und bis in die heutige Zeit
hinein reichen®. Die bedeutendsten Vorginger und Zeitgenossen Newtons im

! Christian Huygens (1629-1695), Traité de la Lumiére, 1678/1690, S. IIIf.

2 Sir Isaac Newton (1643-1727), The Principia, 1999, Vorwort zur 1. Aufl., S.382.

3 Chandrasekhar, Newton’s Principia for the Common Reader, 1995. Newton, The
Principia, 1999, ist eine Neu-Ubersetzung mit einer 370(!)-seitigen Einfiihrung
von . B. Cohen.
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17. Jahrhundert waren Galilei*, Descartes®, Huygens und Leibniz® — seine be-
deutendsten Nachfolger im 18. Jahrhundert Euler, d’Alembert, Maupertuis
und Lagrange’.

3.1.1 Die Prinzipien der Newtonschen Mechanik

Die Principia ist ein wissenschaftliches Werk und keine Bibel. Man sollte es stu-
dieren und abwégen, bewundern — ja! — aber nicht darauf schworen. Man findet
in ihm Neuigkeiten und Wiederholungen, eine elegante Vollendung, aber auch
Irrtiimer, erleuchtende Kiirze und iiberfliissige Umwege, auflerordentliche An-
spriiche an Strenge, aber auch Liickenhaftigkeit der Logik, das Aufrdumen mit
frither aufgestellten Hypothesen und die Einfithrung unerkliarter neuer Annah-
men.

(C. Truesdell, 1968%)

Die Grundlage der in den Principia entwickelten Newtonschen Physik sind
die Definitionen der allgemeinsten Begriffe und die beriihmten Aziome, die
dem Haupttext vorangestellt sind®:

Axiom N1: Jeder Koérper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der
gleichférmigen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende
Krifte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

Axiom N2: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden
Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

Axiom N3: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wir-
kungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetz-
ter Richtung.

1 Galileo Galilei (1564-1642), Unterredungen und Mathematische Demonstrationen
tber zwei neue Wissenszweige, die Mechanik und die Fuallgesetze betreffend. 1.-6.
Tag (1638).

5 René Descartes (Cartesius, 1596-1650), Principia philosophiae, 1644; Le Monde,
1664.

5 Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz (1646-1716), Brevis demonstratio erroris

memorabilis Cartesii et aliorum circa legem naturae, secundum quam volunt a Deo

eandem semper quantitatem motus conservari, qua et in re mechanica abutuntutr,

1686; Specimen dynamicum, 1695.

Joseph-Louis de Lagrange (Giuseppe Ludovico Lagrangia, 1736-1813), Mécanique

Analytique, 1788.

8 Clifford Ambrose Truesdell (1919-2000), Essays in the History of Mechanics, 1968,
S.88 (zit. nach Simonyi, Kulturgeschichte der Physik, 1990, S.296).

9 Ubersetzung von Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 1988, §2.7. — Bei der
Formulierung der Newtonschen Axiome in moderner Form gehen einige Beson-
derheiten verloren, die auf ihren historischen Ursprung hindeuten. Newton selbst
spricht nicht von einer ,bewegenden* oder ,einwirkenden“ Kraft, sondern von
einer ,eingedriickten* Kraft (vis impressa). Diese Vorstellung folgt aus dem ur-
spriinglichen Modell, in dem die Wechselwirkung weitgehende Ahnlichkeit mit
einem Stof hatte (vgl. Principia, Definition 4).
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Diese Axiome stellen eine weit reichende Prézisierung der Descartesschen
Gesetze (Le Monde, Kap. VII) und der Huygensschen Grundannahmen fiir
den elastischen Stofi (Simonyi, 1990, § 3.6.5) zum Zwecke der quantitativen
Durchfithrung der Himmelsmechanik dar.

Gesetz D1: Dass jeder einzelne Teil der Materie solange immer im selben
Zustand verharrt, wie das Zusammentreffen mit anderen ihn nicht zwingt,
ihn zu verdndern.

Gesetz D2: Wenn ein Korper einen anderen anstoft, kann er ihm keine Be-
wegung {ibertragen, wenn er nicht gleichzeitig ebensoviel von seiner eigenen
verliert; und ihm auch keine davon entziehen, ohne dass die seinige sich
ebenso sehr vermehrt.

Gesetz D3: Wenn sich ein Korper bewegt, obgleich seine Bewegung sich mei-
stens in gekriimmter Linie vollzieht, und er niemals eine andere als in ir-
gendeiner Form kreisférmige vollziehen kénnte, so wie oben gesagt worden
ist, strebt dennoch jeder seiner Teile fiir sich immer danach, die seine ge-
radlinig fortzusetzen.

Grundannahme H1: Jeder beliebige sich bewegende Korper ist bestrebt,
seine Bewegung geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit so lange
beizubehalten, bis er auf irgendein Hindernis stoft.

Grundannahme H2: Stoflen zwei gleiche Kugeln mit gleichen, aber ent-
gegengesetzt gerichteten Geschwindigkeiten zusammen, so kehrt sich nach
dem Stof} ihre Bewegungsrichtung um, ohne dass sich der Betrag ihrer Ge-
schwindigkeiten &ndert.

Grundannahme H3: Die Stofigesetze sind die gleichen fiir einen Beobachter
auf einem Schiff, das sich mit einer beliebigen konstanten Geschwindigkeit
bewegt, wie die fiir einen Beobachter am Ufer.

Newton beginnt also seine Axiomatik mit dem kréftefreien Korper. Im ersten
Axiom wird aulerdem, wenngleich nur indirekt, festgestellt, dass das Verblei-
ben eines Korpers in einem stationidren Bewegungszustand eine grundlegende
Eigenschaft der Korper ist und es dberhaupt keiner Kraft, auch keiner inneren,
bedarf, um dieses Verhalten zu erkléren.

Newton beschreibt den Zustand nicht nur durch die Descartessche Bewe-
gungsgrofle (den Betrag des Impulses), sondern zusétzlich durch die Richtung
der Bewegung, mithin durch den Impulsvektor p. Dadurch kann er die bei
Descartes auftretenden Fehler bei einigen Fillen des elastischen Stofles zweier
Korper beheben. Leibniz (1686) dienten iibrigens diese Fehler dazu, die ,,le-
bendige Kraft* (kinetische Energie) als Erhaltungsgrofie zu favorisieren.

Der Newtonsche Zustandsbegriff entspricht dem heutigen stationdren Zu-
stand. Der heute iibliche Laplacesche Zustandsbegriff, in dem Ort und Ge-
schwindigkeit bzw. Impuls Zustandsvariablen sind, steht dem Bewegungsbe-
griff niher, in dem Bewegung nicht (nur) Orts-, sondern Zustandsverinde-
rung ist. Er ist allerdings dahingehend problematisch, dass auch wéhrend der
kriftefreien Bewegung, mithin ohne duflere Ursachen, der Zustand permanent
geéndert wird (vgl. v. Weizsiicker, 2002, S.235). Der Newtonsche Zustandsbe-
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griff eignet sich besser fiir den Ubergang zur Quantenmechanik, wo es f (und
nicht 2f) unabhéngige ,,gute Quantenzahlen® gibt (f — Anzahl der Freiheits-
grade; vgl. Enders, 2004).

Die Anderung der Bewegung wird durch die Anderung des Impulses: Ap =
A (M - v), beschrieben. Sie ist proportional zur einwirkenden Kraft K:

Ap=AM -v)~ K (3.1)

Da die Impulséinderung ein Vektor ist, miissen auch die Kréfte als gerichtete
GroBen (Vektoren) aufgefasst und als solche addiert (Krifteparallelogramm)
werden.

Man kommt von hier zu einer Gleichung, mit der man Gréflen berechnen
kann, wenn man sich vorstellt, dass die Kraft wiahrend einer gewissen Zeit dt
wirkt, und

d(M-v) =K -dt (3.2)

setzt. Die berithmte Formulierung , Kraft = Masse x Beschleunigung* ergibt
sich aber erst, wenn man zusdtzlich annimmt, dass die Masse konstant bleibt
und die Geschwindigkeit durch den Differenzialquotienten des Weges nach der
Zeit dargestellt wird.

Die Orte der Teilchen erscheinen an dieser Stelle als ,, verborgene Parame-
ter“, die man zusétzlich zu der Zustandsgrofle Impuls einfithren muss, um die
Bewegung der Kérper vollstédndig zu bestimmen (Born, 1926b).

Die Beziehung (3.2) ist ebenso einfach wie grundlegend: es handelt sich um
den Satz von der ,,Anderung des Impulses oder den Impulssatz schlechtweg®
(Sommerfeld, Mechanik, § 1), sie findet sich aber noch nicht in den Principia,
sondern wurde erst spéter, als d’Alembert und Euler die Mechanik konsequent
in der Sprache der Differenzialrechnung formulierten, zur allgemeinen Grund-
gleichung nicht nur in der Punktmechanik, sondern auch in den Theorien der
starren Korper und der Fliissigkeiten.

Es dauerte nach dem Erscheinen der Principia noch iiber hundert Jahre,
bis die Newtonsche Theorie sich so vollstindig durchgesetzt hatte, dass sie
in den Rang einer universellen Theorie erhoben werden und Laplace 1814
schreiben konnte:

,Eine Intelligenz, welche fiir einen gegebenen Augenblick alle in der
Natur wirkenden Krifte sowie die gegenseitige Lage der sie zusammen-
setzenden Elemente kennte, und iiberdies umfassend genug wire, um
diese gegebenen Groflen der Analysis zu unterwerfen, wiirde in dersel-
ben Formel die Bewegungen der grofiten Weltkorper wie des leichte-
sten Atoms umschlieBen; nichts wiirde ihr ungewifl sein und Zukunft
wie Vergangenheit wiirden ihr offen vor Augen liegen.“ (1932, S.1f)

Dieser Erfolg ist nicht zuletzt Euler zu verdanken, der nicht nur die Metho-
den entwickelt hatte, die es ermdéglichten die ,,gegebenen Groflen der Analysis
zu unterwerfen“, sondern der ebenso dafiir gesorgt hatte, dass die einander
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widersprechenden und zum Teil sogar unvereinbaren Teile der Theoretischen
Physik, etwa die Wellen- (Huygens, 1690) und die Korpuskulartheorie des
Lichtes (Newton, 1704), in einer gemeinsamen mathematischen Sprache, der
Analysis, formuliert werden konnten.

Bei konstanter Masse kann eine Zustandsédnderung gemifl Gleichung (3.2)
auch durch eine Geschwindigkeitsinderung dargestellt werden. In der ur-
spriinglichen, sehr instruktiven Eulerschen Notation schreiben sich die Glei-
chungen fiir die Verdnderung der Komponenten der Zustandsgrofle Geschwin-
digkeit, v = (u, v, w), hinsichtlich der Komponenten der Kraft, K = (P, Q, R),
in einem kartesischen Koordinatensystem als

Mdu = Pdt; Mdv = Qdt; Mdw = Rdt (3.3)

Multipliziert man mit dt, so erhdlt man unter Beriicksichtigung von dvdt =
ddx = (ddx, ddy, ddz) die Beziehungen!®

Mddz = Pdt?; Mddy = Qdt?; Mddz = Rdt? (3.4)

Hieraus folgt unmittelbar die oben genannte Kurzfassung der Bewegungsglei-
chung fiir die Bahnkurve x(t) als ,Kraft = Masse x Beschleunigung*:
d’x
Mﬁ = K(x,t) (3.5)

Ihre Losung enthélt als Integrationskonstanten bestimmte Anfangswerte
des Ortes und der Geschwindigkeit: g = x(0), vo = v(0); die eindeutige
Abhéngigkeit der Bahn von diesen Anfangswerten veranlasste Laplace zu sei-
ner oben zitierten Aussage. Die Anfangswerte sind zur vollstindigen Losung
der Bewegungsgleichung unerlésslich — im Unterschied zu dieser Gleichung
selbst jedoch frei wahlbar. Sie besitzen dadurch eine eigenstdndige Bedeu-
tung.

Die Newtonsche Bewegungsgleichung stellt einen wesentlichen Zusammen-
hang zwischen den Kriften und den Bahnen der Korper her, so dass sich fiir
die Mechanik zwei grundlegende Aufgaben ergeben: (1) aus gegebenen Bahnen
die Kréfte und (2) aus gegebenen Kriiften die Bahnen zu berechnen.

Vor Newton hatten bereits Descartes und Leibniz axiomatische Formu-
lierungen der Mechanik angegeben, diese jedoch nicht — wie Newton — mit
einer iiberwiltigenden Fiille von Problemen und deren Losungen verbinden
konnen. Der Siegeszug der Newtonschen Theorie wurde vor allem durch Vol-
taire!!, d’Alembert und Euler méglich. Auf Euler folgten Lagrange, Jacobi'?,

10 Buler, Découverte d’un nouveaus principe de mécanique, 1750; s. auch Simonyi,
1990, S.298f.

1 Voltaire (Francois Marie Arouet de Voltaire, 1694-1778), Elements de philosophie
de Newton, 1738; Sammlung verschiedener Briefe des Herrn von Voltaire, die En-
gellander und andere Sachen betreffend, 1747. Vgl. von Borczeskowski & Wahsner,
Newton und Voltaire, 1980.

12 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), Vorlesungen iiber Dynamik, 1866.
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Poisson' und Hamilton, die der Klassischen Mechanik ihre heute gebriuch-
liche Form gaben. Die Bewegungsgleichungen werden nicht mehr anhand der
Zustandsveréinderung eingefiihrt, sondern aus Variations- oder Extremalprin-
zipien abgeleitet. Eine kurze Zusammenfassung dieser Entwicklung wird im
néchsten Paragraphen gegeben.

In der Newtonschen Bewegungsgleichung, d. h. in ihrer heute benutz-
ten Form (3.5) kommen keine derjenigen (stationéiren) Zustands- bzw. Er-
haltungsgroBien mehr vor, die mit dem Axiom N1 eingefiithrt werden. Eine
Alternative zur klassischen Mechanik kann deshalb nicht von der Newton-
schen Bewegungsgleichung ausgehen. Es ist allerdings wegen ihres axioma-
tischen Status schwer, diese Bewegungsgleichung aufler Acht zu lassen. Das
zeigt sich nur zu deutlich in den Diskussionen {iber die Interpretation der
Quantenmechanik, in denen von Anfang an die Nichtvereinbarkeit mit dem 2.
Newtonschen Axiom im Vordergrund stand. Die Tatsache, dass auch in der
»Atommechanik“ die stationdren Zustinde (eines nunmehr nicht-klassischen
Systems) die Grundlage bilden, ist zwar von Bohr 1913 vorausgesetzt worden,
sie spielte aber in den Diskussionen nach 1926 keine Rolle mehr.

Eine ,, Vorbereitung® auf den Ubergang von klassischen zu nichtklassischen
Systemen stellt deshalb die Modifikation der Newtonschen Axiomatik durch
Euler dar, der einen axiomatischen Status allein den ,jinneren Prinzipien der
Bewegung® zuspricht, d. h. dem Axiom N1 und den hiermit eingefiihrten
Zustands- bzw. Erhaltungsgrofien. Die ,,dufleren Prinzipien der Bewegung®
wie N2 und N3 werden nicht axiomatisch einfiihrt, sondern als Probleme
betrachtet, die der jeweiligen Situation entsprechend zu lésen sind. Stellt
man die Prinzipien der Zustandsverdnderung eines Korpers als Verhéltnis von
Erhaltungs- und Nicht- Erhaltungsgrofien und ihrer Verdnderung dar, so kann
man sie — wie wir zeigen werden — fast wortwortlich auf konservative und sogar
auf Quantensysteme {ibertragen, wobei natiirlich die Systemgréfien bzw. ihre
Darstellung wechseln.

Doch zuvor wenden wir uns unserem Modellsystem zu.

3.1.2 Der lineare ungedimpfte harmonische Oszillator
nach Newton, Lagrange und Hamilton

Die Bedeutung der periodischen Bewegung erwéchst einerseits aus ihrer ord-
nenden Rolle in den Tages- und Jahreszeiten - andererseits aus ihrer priagenden
Funktion fiir die Definition und Messung der Zeit. Als physikalisch wichtigstes
Modellsystem zur Beschreibung periodischer Bewegungen hat sich der lineare
ungedidmpfte harmonische Oszillator herausgebildet (Bloch, 1997). Hier sind
die Bewegungen im Orts- und im Impulsraum vollkommen symmetrisch und
die Losungen der verschiedensten Gleichungen explizit in geschlossener Form
bekannt.

Dieser Oszillator ist ein System mit einem Freiheitsgrad der Bewegung,
in dem sich — im klassisch-mechanischen Fall — ein starrer Korper unter dem

13 Siméon Denis Poisson (1781-1840), Traité de Mécanique, 1833.



3.1 Newtons Darstellung der klassischen Mechanik 19

Einfluss einer riicktreibenden Kraft bewegt, die proportional zur Abweichung
seines Ortes von der Gleichgewichtslage ist. Beim Federschwinger wird die
Riickstellkraft durch das Ausdehnen bzw. Zusammenpressen einer Feder er-
zeugt (Hookesches Gesetz!?):

K(z) = —kzx (3.6)

Die Proportionalitéitskonstante x heifit Kraft- oder, speziell beim Federschwin-
ger, Federkonstante. Die Auslenkung wird auf diejenige Position bezogen, fiir
die die Kraft und mithin die Auslenkung minimal sind; im Falle der Kraft ist
dies der Koordinatenursprung.'®

Die Kraft (3.6) ist fiir den schwingenden Kérper eine duflere — fiir das
System Ostzillator eine innere Kraft. Wir werden weiter unten sehen, dass im
allgemeinen die explizit zeitabhiingigen (zeitunabhingigen) Kriifte beziiglich
des Systems zu den dueren (inneren) Kriften zu zihlen sind.

Mit dieser Kraft erhalten wir aus der Newtonschen Bewegungsgleichung
(3.5) die Differenzialgleichung

d?z(t)

o = K (a(t) = —a(t) (3.7)

m
Thre Losungen beschreiben die Bewegung des Massenpunktes lings der a-
Achse, die Bahnkurve z(t). Wenn wir fiir die Integrationskonstanten die An-
fangswerte von Ort: (0), und Geschwindigkeit: v(0), nehmen, erhalten wir
durch elementare Integration das Ergebnis

() = 2(0) - coswt) + "D sinwt);,  w= /X (3.8)
w m
in dem w die Kreisfrequenz des Oszillators ist. Die beiden linear unabhéngi-
gen Terme entsprechen den beiden unabhiéingigen dynamischen Variablen x(t)
und v(¢). Die maximale Auslenkung x,.x und die maximale Geschwindigkeit
Umax = WTmax héngen iiber die Relationen

(0)2

Lmax = 37(0)2—’— w? ;

Umax = Vw?2(0)2 + v(0)?2 (3.9)

mit den Anfangswerten zusammen.

Lagrange betrachtete im Anschluss an d’Alembert ein mechanisches Sys-
tem, dessen Freiheitsgrade durch Bewegungsbeschrankungen reduziert sind.
Die Bewegungen entlang der verbleibenden f Freiheitsgrade werden durch

4 Robert Hooke (1635-1703), Lectures de Potentia Restitutiva, 1687 (nach Simonyi,
1990, S.280).

15 Drehbewegungen des Kérpers relativ zur Bewegungsrichtung werden ausgeschlos-
sen, weshalb man ihn als Massenpunkt auffassen kann (Helmholtz, 1911, §2). Fiir
den Ubergang zur Quantenmechanik und den Vergleich mit Molekiilspektren eig-
net sich allerdings die Bewegung zweier Koérper gegeneinander besser.
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die verallgemeinerten Koordinaten {¢;|i = 1--- f} und verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten {q',» = %qih’ =1--- f} beschrieben. Es ist 0 < f < 3N, wenn
N die Anzahl der Korper ist und Drehbewegungen ausgeschlossen sind. Wir
beschranken uns auf holonome, zeitunabhéngige Nebenbedingungen und ver-
einfachen die Whittakersche Darstellung'® auf den Fall des ebenen Pendels.

Fiir ein ebenes Pendel der Léange [ sind die verallgemeinerten Koordinaten
die Zylinderkoordinaten: g; = r(= [ = const), g2 = ¢. Die kartesischen Koor-
dinaten konnen als Funktionen jener dargestellt werden. Wenn das Pendel im
Punkt (x = 0,y = [) aufgehingt ist, haben wir

x = f(r,¢) = rsing; y=g(r,p) =r—rcosg (3.10)

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen gelten nur im kartesischen Koor-
dinatensystem; der Kraftvektor ist K = (X,Y) = (0, —Myg):
Mi=X=0; Miy=Y =—-Mg
Wir multiplizieren sie mit den Ableitungen 0f/0q; = 0¢/9¢; und addieren
sie. Das ergibt
. Ot .0y ox y
Mi—+Mj—==X—+Y_=
Top T Mo T Nap T e

(die zweite Gleichung benstigen wir wegen 7 = 0 nicht). Die linke Seite dieser
Gleichung lésst sich durch die kinetische Energie

T — % ($2 +y2) — %TQsz

2 2
ausdriicken:
ot oy dorT oT
walt gy dor  or
Top T M9s T dwop  op

Thre rechte Seite schreiben wir mit Hilfe der Potenzialfunktion V' = mgy =
r (1 — cos¢) in der Form

Oy v
dp ¢ dp
Damit sind die Bewegungsgleichungen dquivalent zu der Gleichung

AT (T -V) _do(T-V) dT-V)

= _ = 77 =0
dt 9 Op dt  0p Op
Sie ist de facto eine Gleichung fiir die Lagrange-Funktion Ld:fT — V. Im
allgemeinen gibt es f (gekoppelte) Lagrangesche Bewegungsgleichungen:
d oL OL
dt 8(]1 8qi ! f ( )

16 Sir Edmund Taylor Whittaker (1873-1956), Analytical Dynamics, 1947, §26.
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Wenn das Potenzial von den Geschwindigkeiten abhéingt, ist die Kraft

= o At da Ki({¢,4,4}); i=1---f

Die Verallgemeinerungsfihigkeit dieses Formalismus beruht auf der vollende-
ten Vereinigung der Prinzipien der Statik (Prinzip der virtuellen Geschwindig-
keiten) und der Dynamik (d’Alembertsches Prinzip) und besteht darin, dass
die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen auch fiir ganz allgemeine Lagrange-
Funktionen giiltig bleiben; eine Zuordnung zu kinetischer oder potentieller
Energie ist gar nicht erforderlich. Die einzelnen Kdrper treten nicht mehr ex-
plizit auf und die Bewegungsbeschrinkungen sind eliminiert. Dadurch kann
von den Eigenschaften der Korper (siehe unten) abgesehen und der Formalis-
mus sogar auf nicht-mechanische Systeme ausgedehnt werden.

AuBlerdem besitzt die Lagrange-Funktion eine intime Beziehung zu den
Erhaltungsgréfien. Wenn némlich die Lagrange-Funktion von der verallgemei-
nerten Koordinate q; nicht abhéngt, dann ist der verallgemeinerte, zur dieser
Koordinate kanonisch-konjugierte Impuls

p— aL .
et 0,

s=1---f (3.12)

gemif Gleichung (3.11) offensichtlich zeitunabhingig, mithin eine Integra-
tionskonstante. Bekannte Beispiele hierfiir sind die Impulserhaltung im ho-
mogenen Raum: VL = 0, die Erhaltung des Gesamtimpulses eines abge-
schlossenen Systems und die Drehimpulserhaltung im isotropen Raum. Die
Erhaltungsgrofien sind also mit Symmetrien verkniipft (vgl. § 4.5.1 unten).
Dieser Zusammenhang erlaubt die auch fiir praktische Anwendungen wichtige
systematische Konstruktion von Erweiterungen der Lagrange-Funktion, wenn
zusitzliche Wechselwirkungen einbezogen werden (Nelson, 1979).

Allerdings fiigt sich hier die Erhaltung der Gesamtenergie im Falle 9L /0t =
0 nicht nahtlos ein, es ist vielmehr

S g l0L y0L, OL_dy~oL, oL

2%t og " L 0q " T or T dt = 04" T ot

Wenn also die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, dann
ist die Funktion

f
h{g,d}) =) gi ¢ —L (3.13)

i=1

eine Erhaltungsgrifle. Wenn zudem die Lagrange-Funktion die Form



22 3 Grundbegriffe der klassischen Mechanik

f

L{g,¢}) =T({g,q}) - V{a});  THed}) = % > ai{gtdd; (3.14)

i,j=1
besitzt, dann ist die Funktion h({q, ¢}) gleich der Gesamtenergie E:

h{g,q}) =T({q,d}) +V({a}) = E

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (3.11) sind die Euler-Lagrange-
schen Gleichungen'” des Variationsproblems

6/Lw«mqm¢nwéo (3.15)

wobei die Anfangszeit ¢t; und die Endzeit t5 der Bewegung nicht variiert wer-
den und die Variation der Bahn an den Endpunkten verschwindet:

6 {q(t1),q(t1)} = 0 {q(t2),q4(t2)} = {0,0}

Das heifit, dass die durch die Bewegungsgleichungen berechneten Bahnen
{q(t)} die Wirkung

to

s = [ Litatw). ).

def
t1

extremal machen.
Diese Aussage ist gleichbedeutend mit dem

Hamiltonschen Prinzip (1834): Das Integral S ist stationdr fir
jeden Teil der tatséchlichen Bahnkurve im Vergleich mit allen benach-
barten Bahnkurven, die dieselben Anfangs- und Endpunkte zu densel-
ben Anfangs- und Endzeiten besitzen.

Vor allem dieses Integral diente Hamilton als Ausgangspunkt fiir seine ein-
heitliche Darstellung von Mechanik und Optik, die Schrodinger dann zur
Begriindung der Wellenmechanik benutzt hat.

Ersetzt man in Gleichung (3.13) die verallgemeinerten Geschwindigkeiten
durch die kanonischen Impulse , so stellt sie eine Legendre!'8-Transformation
von den dynamischen Variablen {q, ¢} auf die dynamischen Variablen {q,p}
dar, und man gelangt zur Hamilton-Funktion (1835)

Ap.a,t) = p-qa-Liedt);  i=dp.q) (3.16)
17 Euler, Methodus inveniendi lineas curvas mazimi minimive proprietate gaudentes,
1744; Lagrange, Abhandlungen zur Variationsrechnung, 1894; Yourgrau & Man-
delstam, Variational Principles in Dynamics and Quantum Theory, 1979, App.1.
18 Adrien Marie Legendre (1752-1833), Exercises de calcul integral, 1825ff.
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(wir bezeichnen ab jetzt auch den kanonischen Impuls mit dem Kleinbuch-
staben p, falls dies nicht zu Verwechslungen fiihrt). An die Stelle der La-
grangeschen Bewegungsgleichung (3.11) tritt das System der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen

@_61—[. dp  OH

i oy @ o (3:17)

Fiir die Zustandsbeschreibung hat die Hamilton-Funktion gegeniiber der La-
grange-Funktion den entscheidenden Vorteil, dass ihre totale Zeitableitung
gleich ihrer partiellen Zeitableitung ist:

d B) dp 0 )
pracdtart t) = &DH(.D,q,t)dt +a H(p, ) +8tH(p,q, t)

= S H(tap) (3.19)

Das heifit nédmlich, dass sie bereits dann eine Erhaltungsgrdfle ist, wenn sie
nicht explizit von der Zeit abhingt. Wenn zudem die Bedingungen (3.14)
gelten, ist sie gleich der Gesamtenergie E:

H(p,q) =h(q,4(p)) = T(q,p) +V(q) = E = const (3.19)

Systeme, fiir die diese Beziehung gilt, heiflen konservative Systeme. Bekannte
Beispiele hierfiir sind das oben behandelte Pendel und das Kepler-System!®

Analog zu den explizit zeit(un)abhingigen Kriften sind demnach die ex-
plizit zeit(un)abhingigen Potenziale zu den #ufleren (inneren) Systemparame-
tern zu zdhlen. Aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (3.17) ergeben
sich jene zu

Ki(q) = -VVi(q);  Kelg,t) = =V Ve(q.t) (3.20)

Besteht ein konservatives System aus mehreren Korpern, die bis auf ihre Lage
und Geschwindigkeiten gleich sind, so kann man je zwei dieser Korper mit-
einander vertauschen, ohne dass sich an der Bewegung aller iibrigen etwas
dndert; insbesondere sind sdmtliche Erhaltungsgréfien eines Systems invariant
gegeniiber einer solchen Permutation. In dieser Invarianz steckt der Keim der
Ununterscheidbarkeit gleicher Teilchen in der Quantenmechanik, da man von
quantenmechanischen Systemen bestenfalls die Werte der Erhaltungsgroen
exakt kennt — wir werden auf diese selten beachtete Tatsache in den §§ 3.3.1
und 5.1.2 zuriickkommen.

Fiir ein konservatives System gibt es gemifi Gleichung (3.19) eine inva-
riante Hyperfliche im Phasenraum {¢,p}, auf der die Bahnkurve liegt. Die
Zeitabhiingigkeit der dynamischen Variablen: ¢ = ¢(¢) und p = p(¢), wird auf
dieser Hyperfliche nicht mehr — wie in der Newtonschen Bewegungsgleichung
— explizit ausgewiesen, sondern implizit. Mit anderen Worten, eine Kurve im

19 Johannes Kepler (1571-1630), Astronomia Nowva, 1609.
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Phasenraum kann auch durch andere Variablen als die Zeit — z. B. durch die
Kurvenlénge s — parametrisiert werden.

Unabhéngig von dieser Parametrisierung sind Ort und Impuls entlang
der Phasenraumkurve durch algebraische Beziehungen miteinander verkniipft.
Fiir den harmonischen Oszillator lauten sie

2 1 K
— [ 2. _ _ M
T ==+ - (E 5 P ), p=14/2m (E 23: ) (3.21)

Hier separiert sogar die Abhéngigkeit der Energie von den Maximalwerten
von Ort und Impuls:
E=figz Lo _w, (3.22)
- 9 max ~— 2Mpmax - 9 maxPmax .
Der zuletzt aufgeschriebene Ausdruck, das geometrische Mittel der beiden
davor stehenden, stellt eine Verbindung zu der von der Bahnkurve im Pha-
senraum umschlossenen Fliache her:

2
fpd-%‘ = TZmaxPmax = lE (323)
w

Diese hat die Dimension einer Wirkung und spielte eine zentrale Rolle in der
sogenannten alten Quantentheorie von 1900 bis 1924 (ter Haar, 1970).

Aufgabe*: Begriinden Sie das Hookesche Gesetz (3.6) mit Hilfe des Energiesat-
zes! Hinweis: Verwenden Sie die Unmoglichkeit eines perpetuum mobile und
vergleichen Sie die potenzielle Energie beim Zusammendriicken einer Feder
mit der potenziellen Energie beim Auseinanderziehen derselben!

Aufgabe: Begriinden Sie die Beziehung 0f/dq; = 0¢/0¢;! Hinweis: Driicken
Sie & durch die Funktion f (3.10) aus!

Aufgabe: Diskutieren Sie den Unterschied zwischen ebenem Pendel und linea-
rem Oszillator! Hinweis: Betrachten Sie auch die maximal mogliche Gesamt-
energie!

Aufgabe: Leiten Sie nach dem obigen Vorgehen die Bewegungsgleichung (3.7)
fiir zwei Punktmassen ab, die durch eine Feder mit dem Hookeschen Kraftge-
setz (3.6) miteinander verbunden sind! Hinweis: Betrachten Sie von vornherein
nur eindimensionale Bewegungen!

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Formeln (3.21) keinen Widerspruch zur Rolle
von z(t) und p(t) als unabhéngige dynamische Variablen bedeuten! Hinweis:
Beachten sie die Rolle der Energie als Funktion der Anfangswerte x(0) und

p(0)!
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3.1.3 Erzwungene Schwingungen
durch eine zeitabhiingige duflere Kraft

Zum Zwecke des spéteren Vergleichs von klassischen und Quantensystemen
behandeln wir kurz die externe und die parametrische Anregung eines klas-
sischen linearen harmonischen Oszillators. Bei ersterer tritt bei der Eigen-
frequenz des Oszillators Resonanz auf. Deshalb dachte man zuerst, dass die
Spektrallinien der Atome mit den Umlauffrequenzen ihrer Elektronen {iber-
einstimmen. Das Ritzsche Kombinationsprinzip?° zeigt aber, dass es bei den
Spektrallinien auf die Differenzen bestimmter Grofien (Terme) ankommt. Wir
werden mit dem verschobenen Quantenoszillator andererseits auch ein Quan-
tensystem kennen lernen, dessen Verhalten in vielem iiberraschend nahe dem
eines klassischen Oszillators ist. Die periodische parametrische Anregung wer-
den wir mathematisch bei der Beschreibung der Elektronen im periodischen
Kristallgitter wieder finden.

Durch die Ubertragung von Energie auf einen Oszillator durch eine zeit-
abhéngige duflere Kraft K.,; wird dieser zu Schwingungen angeregt. Die Ne-
wtonsche Bewegungsgleichung lautet

mi(t) + kx(t) = Kegt (2(t), 1) (3.24)

Wenn diese Kraft zeitperiodisch mit der Kreisfrequenz w, ist, erzwingt sie
Schwingungen derselben Kreisfrequenz. Das heifit, die Bahnkurve x(¢) setzt
sich aus der inneren oder Eigenschwingung mit der Kreisfrequenz w; = y/x/m
und der erzwungenen Schwingung mit der Kreisfrequenz w, zusammen (die
Bezeichnung ,duflere Schwingung“ ist ungebriuchlich). Fiir den einfachen Fall
Kepi(z,t) = K, sin(wet) heifit das

I(O) We K(,/m . Ke/m .
z(t) = z(0) cos (w;t) + o Uzw? — sin (w;t) + m sin (wet)
(3.25)

Da in der Quantenmechanik die Hamilton-Funktion die grundlegende Sys-
temgrofe ist, schreiben wir sie zu Vergleichszwecken auf, und zwar gleich fiir
externe Krifte, die nur von der Zeit abhéngen:

1 K
Hyo(t,z,p) = T(p) + Viiy(z) + Ve (x, 1) = %]ﬁ + 5552 — Keut(t) -
(3.26)

Wiéhrend das in z lineare Potenzial allein zu Singularitéten fithrt (der Korper
wird unbegrenzt beschleunigt?!), bewirkt das innere Potenzial die (physika-
lisch verniinftige) Begrenzung der Bewegung auf ein endliches Gebiet.

20 Walter Ritz (1878-1909), Uber ein neues Gesetz der Serienspektren, 1908.
2! Ein solches Potenzial ist deshalb fiir  — +o0o0 genauso unzulissig wie das Poten-
zial —1/r fiir r — 0.
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3.1.4 Erzwungene Schwingungen durch parametrische Anregung

Andern sich urspriinglich innere Parameter des Oszillators aufgrund duferer
Ursachen:

m(z,1)E(t) + k(z,t)z(t) =0 (3.27)

so spricht man von parametrischer Anregung. Ist diese Anregung harmonisch:
z. B.

m(z,t) = m = const (3.28)
K(z,t) = Ki + Ke cO8(wet);  Kept = —kex(t) cos(wet) (3.29)

so wird aus der Gleichung (3.27) eine Mathieusche Gleichung (Abramowitz &
Stegun, 1964, § 20.1). Deren Losungen sind grundverschieden von der einfa-
chen Uberlagerung (3.25) der erzwungenen Schwingung mit der Eigenschwin-
gung. Periodische Losungen gibt es nur fiir spezielle Werte der Parameter
Ki/ke und w;/we = \/Ki/M/we, sie sind von der Form

2(t) = i [An cos (;nwet> + B, sin (;nwtﬂ

n=0

Von grundlegendem Interesse ist deshalb das Floquetsche Theorem (Floquet,
1883). Es besagt, dass es immer eine spezielle Losung der Form

z(t) = x,(t) = e™E(t);  Z(t+ 271 we) = &(t)

gibt. Wir werden sie bei der Beschreibung der Elektronen im periodischen
Gitterpotenzial wiedertreffen.
Die Hamilton-Funktion lautet [k(z,t) = Kk; + ke ()]
1 K Ke(t)
H —-T ) - 2 v 2 e 2
tot(t, T, D) (p) + Vi (x) + Vear (2, t) ST
Im Unterschied zur Hamilton-Funktion (3.26) ist hier das #uflere Potenzial von
derselben Ortsabhéngigkeit wie das innere und kann sogar die Umkehrpunkte
aufheben [k; + Kezt(t) < 0].

3.1.5 Beispiel: Gekoppelte Oszillatoren — Gitterschwingungen

Wir wenden jetzt die vorstehenden Ergebnisse auf ein System aus vielen ge-
koppelten Oszillatoren an, wie es fiir die klassische Beschreibung der Gitter-
schwingungen von Kristallen benutzt wird. Und die ist die Grundlage der
quantenmechanischen Beschreibung, auf die wir im Abschnitt 6.3 eingehen
werden.

Das Kristallgitter reprisentiert die Gleichgewichtslagen der Atomriimpfe.
Diese befinden sich aber nicht in Ruhe, sondern schwingen um ihre jewei-
lige Gleichgewichtslage. Die Kopplung zwischen den Schwingungen der ein-
zelnen Gitterbausteine fiithrt zu stehenden Wellen im Kristall. Die moglichen
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Schwingungszustdnde des Gesamtsystems kann man als sogenannte Normal-
moden darstellen, die, jede fiir sich, ungekoppelten harmonischen Oszillatoren
entsprechen; die Kopplungskonstanten finden sich in den Dispersionsgesetzen
wieder??. Dank dessen koénnen wir spéter die Quantisierungsmethode fiir den
einzelnen Oszillator ohne zusétzliche Annahmen auf gekoppelte Oszillatoren
iibertragen.

Der Einfachheit halber betrachten wir eine lineare homogene Kette von N
Atomen, die mittels Federn der Kraftkonstanten x verbunden sind; d. h. alle
Massen und Federkonstanten seien jeweils gleich grof. Die beiden Atome an
den Enden der Kette (I =1 und [ = N) mégen fixiert sein. Die Kraft auf das
Atom ! (I = 2,---,N — 1) infolge seiner eigenen Auslenkung ¢, = z; — :vl(o)
und der seiner Nachbarn aus den jeweiligen Gleichgewichtslagen l'l(o) bzw.

xl(i)l betragt?3

K=k [q1t) —a®)] —r-[a®) — a-1(1)] (3.30)
=k [q1(t) = 2q(t) + g-1(t)]; l1=2---,N—-1

Im Unterschied zu gekoppelten Pendeln schwingen die Atome nicht gegen ein
festes Zentrum, sondern gegen die momentane Lage ihrer Nachbarn.

Die Kopplung der Auslenkungen im Kraftterm fiihrt zur Kopplung der N
Bewegungsgleichungen. Es ist nun einfacher, die Newtonsche Bewegungsglei-
chung:

M- G(t) = Ki(t) (3.31)

als die entsprechende Hamilton-Funktion zu diagonalisieren. Da wir harmoni-
sche Schwingungen der Gitterbausteine betrachten: ¢ (t) = —w?q(t), reduziert
sie sich auf die lineare Differenzengleichung

w2 K
qi+1 — (2 - wg> atqa-1=0 Wit =\ 3f (3.32)
kl

mit den Randbedingungen

@ =qn =0 (3.33)

22 vgl. Wigner, Uber die elastischen Figenschwingungen symmetrischer Systeme,
1930. — Fiir die allgemeine Theorie siehe die klassischen Biicher von Thompson
& Tait, Treatise on natural philosophy, 1879, sowie Born & Huang, Dynamical
Theory of Crystal Lattices, 1954.

23 Die Masse M der Gitterbausteine ist iibrigens nur bis auf die Masse m der an der
Kristallbindung teilnehmenden Elektronen prézise definiert, was jedoch wegen
M > m fiir unsere Belange keine Rolle spielt. Wie beim einzelnen Oszillator
beschrénken wir uns auf harmonische Schwingungen.
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Dieses diskrete Eigenwertproblem (die Eigenwerte sind gleich 2 — w? /w,%l) ist
isomorph zu dem Eigenwertproblem fiir die Toeplitz-Matrix?* (Cij)NxN =
d;.i+1- Dessen Losung fithrt auf

_ R [

VM VM
fiir die Schwingungsfrequenzen (w; sind die Wellenzahlen, a = xl(?r)l — a:l ) die
Gitterkonstante) und

1 2
Sin(ijaN; wij—Zj; j=0---N—1 (3.34)

Z Q;(t) -sin(wjal); 1=1---N; Q;(t) = -wiQ;(t) (3.35)

fiir die Auslenkungen. Hierin sind die @Q;(¢) die Normalkoordinaten fiir die N
Normalschwingungen. Die Normalkoordinaten sind Analoga der Hauptachsen
bei den Kegelschnitten. Da die Anzahl der Freiheitsgrade dieser Kette endlich
ist, treten auch nur endlich viele Wellenzahlen j auf.

Bei Verwendung der periodischen Randbedingungen ¢; = ¢;+n und im
Hamilton- Formalismus miissen Koordinaten und Impulse gemeinsam trans-
formiert werden, um die Anzahl der Freiheitsgrade zu erhalten.?® Der hier
beschrittene Weg ist einfacher, ohne an mathematischer Strenge einzubiiflen.

Die Impulse P;(t) der Normalmoden erhalten wir aus

pi(t) = Mq(t \ﬁ Z P;(t) - sin(w;al); P;(t) = MQ;(t)

Damit wird die Gesamt-Hamilton-Funktion,

H{a®)} {n()}) = T{p()}) + V{a(t)}) (3.36)
1 1

N—

N
K 2
2 E P +§ (q1(t) —au(t))
=1 =1

— wie angestrebt — eine Summe von N voneinander unabhdngigen Hamilton-
Funktionen:

N—-1
H({ql(t)} ) {pl(t)}) = Hj (Qj(t)7Pj(t)) ;
j=0
H, Q0. P,(1) = 5L P20 + 5m @t G=0--N -1

24 Otto Toeplitz (1881-1940), Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen
von unendlich vielen Verdnderlichen. I, 1911; Yip & Agrawal, Theory and Ap-
plications of Toeplitz matrices, 1979; Berg, Lineare Gleichungssysteme mit Band-
struktur, 1986, S.44f.

25 Hierfiir bietet sich die Theorie der Formenbiischel an (Gantmacher, 1986, §10.6;
Gould, 1957, § I.1; Mehra & Rechenberg, 2001, Bd.3, S.38ff.; Perlis, 1952, § 9-16).
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Frequenz [willkiirl. Einh.]
-~

\/

L A
0 05 1 1,5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65

Wellenzahl [willkiirl. Einh.]

Abb. 3.1. Nichtlineare Abhéngigkeit der Frequenzen w; (in Einheiten von /x/M)
von der Wellenzahl w; (in Einheiten von 1/a)

Diese beschreiben einzelne, voneinander unabhéngige Federschwinger mit den
yeffektiven“, die Systemeigenschaften enthaltenden Federkonstanten

1
Kj = 4k sin® <2wja> ; j=0---N-1 (3.37)
Das heifit, die Kette als Ganzes besitzt ein diskretes Frequenzspektrum mit
einem nichtlinearen Dispersionsgesetz, siche Abb. 3.1.
Fiir jede der N Normalmoden haben wir die Zustandsgleichung eines ein-
zelnen Oszillators erhalten:

N-—1
Hi(Q;(t), Pi(t)) = ﬁpf(t) + %Qf(t) = E; = const; Z E;=F
j=0

Damit ist die klassisch-mechanische Beschreibung linear gekoppelter harmo-
nischer Oszillatoren auf die ungekoppelter harmonischer Oszillatoren mit mo-
difizierten Parametern zuriickgefithrt. Wir werden diese Darstellung bei der
quantenmechanischen Beschreibung der Gitterschwingungen benutzen.

Aufgabe*: Interpretieren Sie die Dispersionsformel (3.37)! Hinweis: Erklidren
Sie die Zahlenfaktoren 4 und %!
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3.2 Eulers Darstellung der Klassischen Mechanik

Die ganze Naturlehre besteht also darin, dass man bei einer jeglichen vorfallen-
den Veridnderungen zeige, in was fiir einem Zustand sich die Kérper befunden,
und dass wegen ihrer Undurchdringlichkeit eben diejenigen Verdnderung habe
eintreten miissen, welche wirklich vorgegangen.

(L. Euler, 17502%)

Euler hat die Grundprinzipien seiner Mechanik zwischen 1730 und 1760 ent-
wickelt. Dabei hat er die von Newton und Leibniz zwar geschaffenen, aber
zur Darstellung der Mechanik noch nicht durchgehend systematisch verwen-
deten neuen Methoden der Differenzial- und Integralrechnung konsequent an-
gewandt und vervollkommnet (Euler, 1736). Die von ihm begriindete Variati-
onsrechnung (Euler, 1744) erlaubt einen grundsétzlich neuen und zu Newton
alternativen, nimlich auf der Anwendung von Extremalprinzipien (Prinzip der
kleinsten Wirkung) beruhenden Zugang zur Losung statischer, kinematischer
und dynamischer mechanischer Probleme. Er nennt die Mechanik nicht mehr
wie Newton ,,Naturphilosophie“, sondern ,, Wissenschaft von der Bewegung®.

Euler hat die Theoretische Mechanik wesentlich erweitert, seine methodo-
logischen Prinzipien auf die Fliissigkeiten und die Bewegung starrer Korper
ausgedehnt (Découverte d’un nouveauz principe de mécanique, 1750), erstmals
die Zusammenhinge zwischen Optik und Mechanik systematisch untersucht
und dabei, was viel weniger bekannt ist, die Newtonsche Axiomatik vervoll-
kommnet, indem er sie auf das Wesentliche reduziert hat. Es ist vornehm-
lich der letztgenannte Punkt, der die Eulersche Mechanik fiir unsere Zwecke,
nach verallgemeinerbaren Alternativen zur Newtonschen Theorie zu fragen,
interessant macht. Von Newton bis Hamilton und Jacobi hat nur Euler dem
Zustandsbegriff bereits in der klassischen Theorie eine ebenso zentrale und
umfassende Bedeutung verlichen, wie er sie in der Quantenmechanik besitzt.

Von Euler werden nur die internen Prinzipien der Bewegung, welche —
wie das 1. Newtonsche Axiom — die Zustandserhaltung betreffen, als axioma-
tische Grundlage der Mechanik angesehen. Die externen Prinzipien dagegen,
die Gesetze fir die Zustandsdnderung (wie das 2. und das 3. Newtonsche
Axiom), betrachtete er als Probleme, die zu lésen sind, wenn eine Wechsel-
wirkung zwischen Ko6rpern eintritt. Diese Wechselwirkung wird auf eine be-
sondere, ebenfalls axiomatisch vorausgesetzte Eigenschaft aller Korper, die
Undurchdringlichkeit, zuriickgefiihrt. Insgesamt erlaubt das Eulersche Modell
des Korpers eine universelle Darstellung sowohl der Zustandserhaltung als
auch der Zustandsverdnderung. Die Unterscheidung zwischen internen und
externen Prinzipien der Bewegung lisst sich auf konservative Systeme verall-
gemeinern und besitzt insofern universelle Giiltigkeit.

Zur Newtonschen Bewegungsgleichung gelangt Euler, indem er untersucht,
von welchen Einfliissen die Anderung der Geschwindigkeit abhéingt. Das Prin-
zip actio = reactio leitet er aus der Universalitit der allgemeinen Eigenschaf-

26 Buler, Anleitung, 1750, § 50. Vgl. auch Ders., Theoria, 1765, §§ 75f.
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ten der Korper ab, d. h. daraus, dass diese allen Koérpern gleichermaflen zu-
kommen. Infolgedessen iiben zwei Koérper wiahrend ihrer Wechselwirkung die
gleichen Krifte aufeinander aus, da sie dasselbe Bestreben haben, die Durch-
dringung zu vermeiden (Lettres, 1768, Lettres LXXVII {.).

Man muss zwischen der methodologischen Bedeutung eines Axioms und
der tatséchlichen Beschreibung eines realen Systems unterscheiden. Die Axio-
me iiber die wechselwirkungsfreien Korper haben bei Newton und bei Euler
die gleiche Bedeutung: sie legen grundlegende Eigenschaften der Korper fest,
unabhingig von jedweder Art von Wechselwirkung.?” Da die Zustandsinde-
rungsgleichung von Euler nicht axiomatisch festgelegt wird, besteht die Mo6g-
lichkeit, unter anderen Voraussetzungen andere Bewegungsgleichungen als die
Newtonsche abzuleiten (vgl. D. Bernoulli, 1726; d’Alembert, 1743).

Euler hat seine Theorie auch als Gegen-Position zur Gravitationstheorie
Newtons und zur Schule der ,, Attraktionisten (der alleinigen Anziehung aller
Korper untereinander) entwickelt. Er konnte sich wohl nicht der pragmati-
schen Haltung Newtons anschlielen, ein Fernwirkungsgesetz einfach deshalb
zu akzeptieren, weil es zu richtigen Ergebnissen fiihrt, auch wenn man keine
physikalische Begriindung geben kann und die Fernwirkung selbst aus prinzi-
piellen Erwédgungen ablehnt:

»Es ist unfassbar, dass nichtbelebte rohe Materie ohne Vermittlung
durch irgendetwas, das nicht materiell ist, etwas bewirken, auf andere
Materie einwirken sollte ohne Kontakt, wie es sein miisste, wenn die
Gravitation im Sinne Epikurs ihr wesentlich und inhérent ist. ... Dass
ein Korper per Distanz auf einen anderen wirken kann ... ohne Ver-
mittlung von irgendwas, durch das die Aktion und Kraft von einem
zum anderen transportiert wird, ist eine groe Absurditt. 28

Eulers Verdienst, die Analysis als gemeinsame Sprache fiir alle Teile der physi-
kalischen Theorie etabliert zu haben, iiberschattet seine Beitrége zur axioma-
tischen Grundlegung der Mechanik, die groBtenteils unbeachtet blieben und
die deshalb in diesem Abschnitt skizziert werden.

Euler entwickelt die Mechanik als Dynamik, die er ihrerseits konsequent
aus den Eigenschaften der Korper ableitet. Wir folgen deshalb der Anleitung
(1750) und beginnen mit diesen Eigenschaften.

27 Siehe Westfall, Isaac Newton, 1996, fiir eine Rekonstruktion und Analyse des
langen Weges, den Newton zur Formulierung des 1. Axioms gegangen ist.

28 Newton, 3. Brief an W. Bentley, in: Cohen (Hrsg.), Isaac Newton’s Papers and
Letters on Natural Philosophy, 1958 (zit. nach v. Borzeszkowski & Wahsner, New-
ton und Voltaire, 1980, S.75, Anm.12). Siehe auch Cohen, A Guide to Newton’s
PRINCIPIA, in: Newton, The Principia, 1999, S.61f.
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3.2.1 Die Korper und ihre allgemeinen Eigenschaften —
Eulers AusschlieBungsprinzip

Der Gegenstand der Eulerschen Mechanik sind die Kérper sowie deren Zustén-
de und Zustandsverinderungen. Die Ursachen fiir die Erhaltung wie fiir die
Verdnderung der Zustédnde sind in den Eigenschaften der Korper begriindet.
Die ,allgemeinen®, d. h. jedem Korper zukommenden und mithin das ,,Ge-
schlecht der Kérper“ definierenden Eigenschaften (Anleitung, Cap. 2 bis 5)
sind

(K1) die Ausdehnung,

(K2) die Beweglichkeit,

(K3) die Trégheit (von Euler ,,Standhaftigkeit* genannt),
(K4) die Undurchdringlichkeit.

Es sind dies die qualitativen Eigenschaften. Die quantitativen Eigenschaften
Volumen und Masse brauchen als Mafibestimmungen der qualitativen Eigen-
schaften Ausdehnung und Trigheit erst eingefithrt zu werden, wenn es um
die quantitative Beschreibung der Zusténde und ihrer Verdnderung geht. Die
Beweglichkeit und die Undurchdringlichkeit besitzen kein Ma8.

Wiéhrend Descartes in der Ausdehnung (K1) das Wesen der Korper sah,
stellt Euler die Mechanik auf eine neue Grundlage, indem er mit Hilfe der
Eigenschaften K2, K3 und insbesondere K4 konsequent zwischen dem Raum
und dem Kérper unterscheidet. Die Beweglichkeit (K2) kommt dem Korper
zu, weil eine Differenz zwischen der ,, Ausdehnung des Raumes“ und der ,,Aus-
dehnung des Korpers“ (K1) besteht. Die Beweglichkeit ist einerseits die Vor-
aussetzung fiir Ortsverdanderung und erlaubt andererseits die Unabhéngigkeit
des Zustandes vom Ort. Die ,Bewegung®“ des Korpers ist in diesem Fall als
eine ,,Ortsverdnderung” zu verstehen. So werden die Ortskoordinate und die
Geschwindigkeit zu unabhéngigen dynamischen Variablen.

Dieses Konzept hat Euler bei der Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf die Klassische Mechanik stimuliert, es ldsst aber auch — wie schon von
Maupertuis gefordert — diskrete Anderungen der Bewegung bzw. des Zustan-
des zu.

Die grundlegende Rolle kommt der Undurchdringlichkeit (K4) zu. Aus
ihr lassen sich die anderen drei Eigenschaften ableiten, weshalb Euler sie als
»,das Wesen der Korper“ betrachtet. Das hat weitreichende Konsequenzen fiir
die Grundlegung der Mechanik. Die Tragheit sichert die Zustandserhaltung,
wéhrend erst die Undurchdringlichkeit es ermoglicht, die Zustandsverdnde-
rung eines Korpers in allgemeiner und einheitlicher Form zu diskutieren,
einschliefllich der Ursache dieser Verinderungen.??

29 Newton (Uber die Gravitation . .. ; Principia, Buch 3, Regel 3) nennt die Undurch-
dringlichkeit eine ,,universelle Eigenschaft“ der Korper. Fiir die Himmelsmechanik
spielt sie aber eine viel geringere Rolle als fiir den Stofl zwischen zwei K6rpern. —
Siehe auch Euler, Lettres, 1768, Lettre LXX.
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Euler fiihrt mittels der Undurchdringlichkeit ein AusschlieBungsprinzip
ein, das auch von anderen Autoren diskutiert wird, bei diesen aber keines-
wegs die grundlegende Bedeutung erlangt, um fiir den Ursprung der Kréfte
herangezogen zu werden®C.

Eulers AusschlieBungsprinzip: ,Fin jeglicher Korper muf in

dem Raume einen besonderen Ort einnehmen, und es ist unmdglich,

daf$ zwei Korper zugleich an eben demselben Ort sein konnen.“ (An-

leitung, § 35)

Eine Zustandsverédnderung tritt genau dann ein, wenn die Erhaltung des Zu-
standes zur Durchdringung des Korpers fithren wiirde (Lettre LXXVII). Euler
gelingt damit die Vereinheitlichung aller mechanischen Kréfte: Es gibt nur ei-
nen Typ von Kriften, denn ,[alle Krifte] nehmen ihren Ursprung aus der
Undurchdringlichkeit® (Anleitung, § 49).

Tatséchlich stellt der elastische Stofl die einzige genuine klassisch-mecha-
nische Wechselwirkung dar. Sie besitzt keine eigene Wechselwirkungskon-
stante. Dies diirfte ein Grund dafiir sein, dass die Klassische Mechanik die
Proto-Physik wurde, auf der methodologisch alle anderen physikalischen Dis-
ziplinen aufbauen.

3.2.2 Zustandserhaltung. Die Eulerschen Axiome

Die Prinzipien der Zustandserhaltung sind die internen Prinzipien. Sie wer-
den fiir den wechselwirkungsfreien Korper formuliert und in den Aziomen
zusammengefasst3!:

Axiom EO: Ein wechselwirkungsfreier Kérper befindet sich ENTWEDER im
Zustand der Ruhe, ODER im Zustand der geradlinig-gleichfé6rmigen Bewe-
gung.

Axiom E1: Ein Korper, der einmal in Ruhe ist, wird immer in Ruhe verblei-
ben, sofern er nicht von einer dufleren Ursache in diesem Zustande gestort
und in Bewegung gesetzt wird.

Axiom E2: Ein Korper verharrt im Zustand der gleichférmigen Bewegung
mit gleichbleibender Geschwindigkeit und Richtung, solange keine &duflere
Ursache diesen Zustand &dndert.

Die Reduktion und Uminterpretation des Newtonschen Axiomensystems ist
offensichtlich.

Der verbreiteten Darstellung des Zustandes der Ruhe als Grenzfall des Zu-
standes der geradlinig-gleichférmigen Bewegung (beide Zustéinde beziehen sich
natiirlich auf ein vorgegebenes Inertialsystem als Bezugssystem) widerspricht

30 @’ Alembert spricht von ,,undurchdringlichen Raumtheilen® (Abhandlung zur Dy-
namik, 1997, S.20).

31 Siehe Euler, Theoria; Lettres LXXI-LXXIV; Réflexions sur l’espace et le temps,
§ 1; Recherches sur l'origine des forces, § 1.
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folgende logische Uberlegung von Malebranche??: , Nichts® (keine Bewegung,
keine Geschwindigkeit) kann nicht der Grenzfall von ,etwas Existierendem*
(Bewegung, Geschwindigkeit) sein.

Die Unterscheidung zwischen Ruhe und Bewegung spielt auch in gewissen
Transformationseigenschaften der Hamilton-Jacobi-Gleichung eine wichtige
Rolle33. Offenbar muss man die qualitativen (Bewegung, Ruhe) und die quan-
titativen Eigenschaften (Geschwindigkeit) fein sduberlich auseinander halten.

Die Axiome E1 und E2 schlielen einander aus; d. h. sie widersprechen
sich nicht, sondern sie treffen nicht gleichzeitig zu. Dadurch sind sie aufein-
ander bezogen (wie Komplementwinkel), und die Konsequenzen, die sich aus
ihnen ableiten lassen, sind in Harmonie zu einander.?* Wir werden auf dieses
Verhiiltnis der Harmonie mehrfach zuriickkommen.

Der beiden Zusténden iibergeordnete und sie verbindende Begriff ist die
Trégheit, ,,welche sich ebenso wohl auf die Bewegung als auf die Ruhe er-
streckt® (Anleitung, § 31), nebst der infolge der Triigheit eintretenden Zu-
standserhaltung. Kein Korper ist in der Lage, von sich aus seinen Zustand
zu dndern. Die Undurchdringlichkeit schliefit die Existenz innerer Zusténde
aus: Andernfalls miisste man die Zustandsverdnderung auf die Verdnderung
innerer und duflerer Zustandsvariablen aufteilen.

Die Zustandserhaltung ist nicht an eine spezielle Zustandsgroie gebunden,
und die Anderung des Zustandes geschieht nicht notwendigerweise durch eine
Kraft. Deshalb kann man die Axiome E1 und E2 geeignet verallgemeinern.
Bereits innerhalb der Klassischen Mechanik kann man neben der Geschwin-
digkeit und dem Impuls weitere Groflen als Zustandsgrofen bzw. -funktionen
einfithren, insbesondere die kinetische Energie und die Gesamtenergie. Die En-
ergie als Erhaltungsgrofle existiert auch fiir nicht-klassisch-mechanische Sys-
teme, so dass man auch in der Quantenmechanik von der Eulerschen Axio-
matik Gebrauch machen kann.

3.2.3 Eulers Weltmodelle *

Euler hat die Besonderheiten der Zustédnde eines Korper an speziellen Bei-
spielen erértert, man konnte auch sagen, an Modellsystemen demonstriert?.

Modell 1: Das einfachste Modellsystem ist eine ,Welt“, in der es nur einen
einzigen Korper gibt. ,,Diese obgleich unmogliche Voraussetzung kann uns die
Wirkungen der eigenen Natur des Korpers selbst von den Wirkungen anderer

32 Nicole Malebranche (1638-1715), Die Wahrheit suchen, Bd.2, S.426 (zit. nach
Grigorjan, 1985, S.193).

33 Faraggi & Matone, The Equivalence Postulate of Quantum Mechanics, 1998.

34 Buler, Harmonie entre les principes généraux de repos et de mouvement de M. de
Maupertuis. — In ihrem Buch Longing for the Harmonies (1988) zeigen Wilczek &
Devine, dass das gesamte Universum im Groflen und im Kleinen in physikalischer
Harmonie ist.

35 Buler, Recherches sur Uorigine des forces, § 2; Lettres, Lettres LXXI, LXXVII;
Gedancken, 11, §§ 12f.



3.2 Eulers Darstellung der Klassischen Mechanik 35

Korper auf ihn unterscheiden lehren. Es gebe also nur einen Koérper, und
dieser sei in Ruhe ... Da kein Grund vorhanden ist, warum er sich auf die
eine Seite eher als auf die andere bewegen sollte, so schlieffit man, dass er
besténdig in Ruhe bleiben wird.“ Der Korper ist entweder in Ruhe oder bewegt
sich geradlinig-gleichférmig, da er nicht von sich aus seinen Zustand &dndern
kann: Die Ursache einer Zustandséinderung liegt aufierhalb des Korpers, in der
Einwirkung anderer Koérper.

Modell 2 ist eine ,,Welt“, in der es nur zwei Korper gibt, die in Wechselwir-
kung treten konnen. In beiden Fillen werden die Koérper nicht daran gehin-
dert, sich frei zu bewegen, es sei denn, sie treffen aufeinander. In diesem Fall
wird die Wechselwirkung als Einschrankung der Bewegung eines Korpers da-
hingehend verstanden, den Ort des anderen Korpers einzunehmen. Aus dieser
Einschréankung resultiert jedoch noch keine Abhéngigkeit des Zustandes (oder
der Zustandsfunktion) vom Ort, sondern allein eine Zustandsénderung, und
zwar eine Anderung der Zustinde beider Korper.

Modell 3: Alle Korper in der Welt befinden sich im Zustand der Ruhe.

Modell 4: Alle Korper in der Welt bewegen sich mit gleicher Geschwindigkeit
und in dieselbe Richtung.

3.2.4 Zustandsdnderungen 1. Der Zuwachs der Geschwindigkeit.
Eulers Hauptprinzip der Zustandsinderung

Die méglichen Zustandséinderungen umfassen die Ubergiéinge von einem (sta-
tiondren) Zustand in einen anderen. Die Prinzipien der Zustandsénderung
gelten gleichermaflen fiir jedes der Axiome El1 und E2, sie sind unabhingig
vom jeweiligen Zustand und verbinden deshalb die beiden Axiome. Die Theo-
rie wird vereinheitlicht: die Quellen der Kréfte sind ebenso universell wie die
Wirkungen, die durch die Kréfte hervorgebracht werden.

Die grundlegende Zustandsgrofie ist die Geschwindigkeit nach Betrag und
Richtung: Z := v (die Masse ist stets konstant). Mit ihrer Hilfe werden die
in den Axiomen (Zustandsgesetzen) beschriebenen qualitativen Verhiltnisse
quantifiziert:

Zu EO0) Der Zustand eines Korpers wird quantitativ durch den Geschwindig-
keitsvektor v beschrieben.

Zu E1) Im Zustand der Ruhe ist v = 0.

Zu E2) Im Zustand der geradlinig-gleichférmigen Bewegung ist v = const

£0.

Die Anderung der ZustandsgréBe Geschwindigkeit: dZ = dw, ist proportional
zum Vektor K der dufleren Kraft, zur Liange des Zeitintervalls dt, in dem diese
Kraft auf den Korper einwirkt, und indirekt proportional zum Widerstand des
Korpers gegen Zustandsverinderungen, d. h. zur trigen Masse M (Anleitung,
§56):



36 3 Grundbegriffe der klassischen Mechanik

K
dZ = dv = —dt .
T (3.38)

Der Schritt hin zur Bewegungsgleichung (3.5) ist offensichtlich.

Gleichungen fiir dZ werden wir als Zustandsdnderungsgleichungen bezeich-
nen. Sie stellen den notwendigen Zwischenschritt von den Zustandsgleichungen
zu den Bewegungsgleichungen dar.

Gleichung (3.38) gilt sowohl fiir den Fall, dass ein ruhender Kérper in
Bewegung gesetzt wird, als auch fiir den Fall, dass die momentane Geschwin-
digkeit v # 0 geédndert wird. Dies verallgemeinert

Eulers Hauptprinzip der Zustandsinderung: Die Anderung
der Zustandsgrdfie ist von der Zustandsgrofie selbst unabhdngig.

Die Masse des Korpers und die duflere Kraft werden hierbei als unabhéngig
von der Geschwindigkeit angenommen; sie konnen jedoch Funktionen der Zeit
sein. Die Kraft ist eine ,,Bewegungskraft* (Helmholtz, 1911, §8). Bestimmte
Krifte werden ausgeschlossen, weil man andernfalls iiber den Rahmen der Me-
chanik der Massenpunkte hinausgehen miisste, sie konnen aber spéter durch
geeignete Verallgemeinerungen einbezogen werden.

Schon an dieser Stelle kann man von der iiberragenden Stringenz der Eu-
lerschen Darstellung Gebrauch machen und ein Auswahlproblem fiir relativi-
stische bzw. nicht-relativistische Theorien formulieren:

(B1) ENTWEDER die Zustandséinderung ist unabhingig vom Zustand selbst;
man erhélt eine nicht-relativistische Mechanik,

(B2) ODER die Zustandsidnderung ist nicht unabhingig vom aktuellen Zu-
stand; man erhélt eine speziell-relativistische Mechanik.

Aus B1 folgt eine Galilei-invariante Mechanik (Anleitung, Kap. 10). Aus B2
lisst sich die Lorentz-Transformation3® ableiten3”.

Aufgabe : Zeigen Sie, dass diese Verallgemeinerung nicht die Axiome EO ...
E2 verletzt!

3.2.5 Zustandsdnderungen II. Der Zuwachs des Quadrates der
Geschwindigkeit: Lebendige Kraft und Wirksamkeit

Euler®® multiplizierte die Gleichung (3.38) mit 2v = 24 s, wobei s(t) die vom
Korper zuriickgelegte Wegstrecke ist (eindimensionaler Fall), und erhielt die

36 Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928, Nobelpreis 1902), Versuch einer Theorie der
elektrischen und optischen Erscheinungen in bewegten Korpern, 1895; The Theory
of Electrons, 1909.

37 Suisky & Enders, Leibniz’ foundation of mechanics and the development of 18th
century mechanics initiated by Fuler, 2001; On the derivation and solution of
the Schridinger equation. Quantization as selection problem, 2003. — Eine andere
Ableitung der Lorentz-Transformation, die ohne Bezugnahme auf die Elektrody-
namik auskommt, findet sich in Mittelstaedt, Klassische Mechanik, 1995.

38 Buler, Anleitung, § 59; vgl. D. Bernoulli, Examen principorum mechanicae, 1726;
Hydrodynamica, 1738.
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neue Zustandsdnderungsgleichung

_ 2
7 =2v-dv=d(v") = 7 K - ds (3.39)

Die entsprechende Zustandsgrofe ist das Quadrat der Geschwindigkeit: Z :=
v?. Thre Anderung wird wie zuvor auf die Einwirkung einer duBeren Kraft
zuriickgefithrt, die Dauer der Einwirkung wird jetzt aber durch die zuriick-
gelegte Wegstrecke s gemessen, wihrend die dafiir benotigte Zeit keine Rolle
mehr spielt.

In der Zustandsgrofie Z =2 ist die Richtung der Bewegung nicht mehr
enthalten. Sie ist damit — im Unterschied zur (vektoriellen) Zustandsgroie
Z = v — nicht an eine Bewegung als Ortsverdnderung in einer bestimmten
Richtung im Raum gebunden. Damit ist ein Grundstein fiir die Verallgemei-
nerungsfiahigkeit der Zustandsgrofle Gesamtenergie gelegt.

In den Mechaniken von Descartes und Newton wird der Impuls als fun-
damentale Erhaltungsgrofie angesehen. Alternativ dazu fiihrte Leibniz (1686,
1695) die ,lebendige Kraft“ M - v?> = 2T (v) = MZ als ErhaltungsgroBe ein.
Die Einfiihrung der ZustandsgréBe Z = v? erméglicht es, die Verbindung zwi-
schen der Newtonschen und der Leibnizschen Theorie herzustellen. Zugleich
wird der Weg zum Energieerhaltungssatz geebnet.”

Die Gleichung (3.39) ldsst sich ndmlich auf den dreidimensionalen Fall
verallgemeinern und wie folgt integrieren:

M
Mvdv = Kdzx; 7#:/Kdm (3.40)

Das Integral W = [ K - dz nennt Euler die Wirksamkeit (Anleitung, § 75).
Die Zuordnung einer neuen Bezeichnung begriindet er damit, dass dieses Inte-
gral invariant gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems und dadurch
gegeniiber dem Integral [ Kdt ausgezeichnet ist. Mit der Wirksamkeit wird
zugleich eine Briicke von den Differenzialgleichungen der Bewegung zu den
Integralprinzipien der klassischen Mechanik hergestellt, hier namentlich zum
Maupertuisschen (1744, 1984) Prinzip der kleinsten Wirkung.

Die Wirksamkeit ist, wenn die Kréfte wirbelfrei sind, gleich dem Potenzial
(Kraftfunktion), wie es von Lagrange bis Jacobi benutzt wurde, und gleich
der negativen potenziellen Energie: W (x) = —V (x). Euler hat sie — wie nach
ihm Lagrange, Legendre und Laplace — zum Losen mechanischer Probleme
eingesetzt.4°

39 Die Aquivalenz der Physik der Erhaltungsgrofien (Parmenides — Descartes — Leib-
niz) mit der Physik der Verdnderungsgesetze (Heraklit — Galilei — Newton) hat
zuerst Daniel Bernoulli (1700-1782) gezeigt (Ezamen principorum mechanicae,
1726; nach Grigor’jan & Kowaljow, 1981, Kap.5).

40 Sjehe Brenneke, Die Verdienste Leonard Eulers wm den Potenzialbegriff, 1924;
Kirsanow, Die Entwicklung des Potenzialbegriffs bei L. Euler, 1978.
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Aufgabe*: Zeigen Sie, dass es aufler dem Impuls weitere Zustandsgréfien geben
muss! Hinweis: Berechnen Sie die Geschwindigkeiten nach dem elastischen
Stofl zweier Korper aus denen vor dem Stofl unter Benutzung der im § 3.1.1
zitierten Huygensschen Prinzipien H1 ... H3!

3.2.6 Eulers Methode der Maxima und Minima I.
Das Prinzip der kleinsten Wirkung *

Da némlich der Plan des Universums der vollkommenste ist ... Deshalb kann
kein Zweifel bestehen, dass alle Wirkungen in der Welt aus den Endursachen mit
Hilfe der Methode der Maxima und Minima gleich gut bestimmt werden kénnen
wie aus den bewirkenden Ursachen.

(L. Euler®")

Die beim Stofl zweier Korper auftretenden ,, Kraftwirkungen* sind gerade so
grof}, dass sie das Eindringen der Korper ineinander verhindern, mithin mini-
mal (Lettres LXX, LXXVIII). Setzt man die Kraftwirkung gleich der Aktion
J muvds (Leibniz, 1695), so lassen sich weit reichende Schlussfolgerungen zie-
hen.

Integriert man némlich die rechte Gleichung (3.40) iiber die Zeit, erhélt

man
/mv2dt: /mvds = /2Wdt (3.41)

Die Aktion [ muds und folglich auch der Ausdruck [ 2Wdt nehmen fiir die
tatsichliche Bewegung ein Extremum an*?: § fssf muds = 0, wobei sich die
Variation iiber die infinitesimal benachbarten Kurven mit denselben End-
punkten s; 2 erstreckt und angenommen wird, dass die Geschwindigkeit des
betrachteten Korpers allein von dessen Lage abhingt (damit wird implizit
vorausgesetzt, dass nur Potenzialkrifte wirken und folglich die Gesamtenergie
des Korpers konstant ist, siehe Yourgrau & Mandelstam, 1979, §4).

Andererseits nimmt im Gleichgewicht die Summe aller Wirksamkeiten ein
Minimum oder ein Maximum an (Anleitung, §75). Folglich sind die Prinzipien
der Ruhe und der Bewegung in Harmonie zueinander*® — wie die Axiome E1
und E2.

Hier zeigt sich Eulers Souverinitét darin, dass er neben den (oft aus theo-
logischen oder 6konomischen Erwégungen angenommenen) Minima ausdriick-
lich auch Maxima zulésst, da beide mathematisch zum gleichen Ergebnis

41 7Zit. nach Szabé, Geschichte der mechanischen Prinzipien und ihrer wichtigsten
Anwendungen, 1987, S.108.

42 Buler, De motu projectorum in medio non resistante, 1743.

43 Buler, Harmonie entre les principes générauz de repos et de mouvement de M.
de Maupertuis, 1744. — Bereits 1743 hatte Euler mit Hilfe desselben isoperime-
trischen Kalkiils sowohl die Bernoullische Losung der Balkenbiegung als auch die
Bewegung von Projektilen und Planeten reproduziert.
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fiihren. Auch Leibniz sprach von Minima oder Maxima der Aktion, kam aber
nicht dazu, seine Dynamik umfassend auszufiihren (Szabd, 1987, S.102).

Das Prinzip der kleinsten Wirkung — von Euler auch als indirekte Me-
thode bezeichnet — wurde von Lagrange weiterentwickelt und von Hamilton
in die heute gebriuchliche Form gebracht.** de Broglie (1924) hat die Zusam-
menhénge des Maupertuisschen mit dem Hamiltonschen und mit dem Fer-
matschen Prinzip*® benutzt, um seine beriihmte Beziehung p = h/\ zwischen
Impuls p und Wellenlédnge A abzuleiten. Die Variation umfasst die tatséchliche,
der Newtonschen Bewegungsgleichung entsprechende Bahn sowie alle infini-
tesimal benachbarten, virtuellen: weil der Newtonschen Bewegungsgleichung
unter den gegebenen Randbedingungen nicht entsprechenden, Bahnen.

Aufgabe*:

A) Begriinden Sie die Aussage, dass die Kraftwirkungen beim Stofi minimal
sind! Hinweis: Kann man aus der Undurchdringlichkeit andere Schlussfol-
gerungen {iber die Kraftwirkung ziehen?

B) Leiten Sie hieraus Gl.(3.6) als erste Naherung fiir den Fall her, dass ein
elastischer Korper zusammengedriickt wird! Hinweis: Vergleichen Sie das
hierbei auftretende Minuszeichen mit der Lenzschen Regel“S!

3.3 Konservative Systeme

dass jede Verdnderung in der Natur eine zureichende Ursache haben
miisse ...
Die Naturerscheinungen sollen [letztlich] zuriickgefithrt werden auf Bewegun-
gen von Materien mit unverdnderlichen Bewegungskriften, welche nur von den
rdumlichen Verhéiltnissen abhéngig sind.

(H. Helmholtz, 1847, Einleitung)

Obwohl Huygens, Leibniz, D. Bernoulli, Euler [Gleichung (3.40)] und Ha-
milton [Gleichung (3.18)] den mechanischen Energieerhaltungssatz bereits in
expliziter Form in ihren Hénden zu halten scheinen, blieb seine allgemeine
Formulierung Helmholtz vorbehalten.4”

4 Fiir weitere Einzelheiten siehe z.B. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung,
1988, §3.8; Dugas, A History of Mechanics, 1955, KAP. I11.V; Whittaker, Ana-
lytical Dynamics, 1947, Kap. IX; Sommerfeld, Mechanik, §37; Szabd, Geschichte
der mechanischen Prinzipien, 1987, Kap. I1.

45 Pierre de Fermat (1601-1665), Abhandlungen dber Mazima und Minima, 1629.

46 Emil Lenz, 1833 (nach Sommerfeld, FElektrodynamik, 2001, S.13f.).

47 Inzwischen hatten allerdings die Untersuchungen von Sadi Carnot (1796-1832)
und James Joule (1818-1889) die geistigen Sinne fiir die Suche nach einer solchen
ErhaltungsgroBe geschérft. Die Ausdriicke Energie (fiir die lebendige Kraft) und
Arbeit wurden 1807 von Thomas Young (1773-1829) bzw. 1826 von Jean Victor
Poncelet (1788-1867) geprigt (nach v. Laue, Geschichte der Physik, 1959, S.95).
1775 hatte die Académie francaise beschlossen, Arbeiten zum perpetuum mobile
nicht mehr anzunehmen.
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Helmholtz hat damit grundlegende Prinzipien der Newtonschen und der
Leibnizschen Mechanik endgiiltig zusammengefiihrt. Fiir unsere Zwecke sind
auBerdem die Helmholtzschen Konzepte der Konfigurationen (Lagebeziehun-
gen der Korper) eines mechanischen Systems sowie des Zusammenhanges zwi-
schen Arbeitsvorrat und Ausdehnung von Bedeutung; erstere und letztere fin-
den sich — geeignet verallgemeinert — in Schrodingers Wellenmechanik bzw.
in Bohrs Atommodel wieder. Nicht zuletzt wegen der iiberragenden Rolle der
Energie in der Quantenmechanik (Weyl, 1950, S.80) bietet es sich an, die
klassischen Grundlagen der Quantenmechanik vor allem in der Mechanik der
konservativen Systeme zu suchen.

Der Energiesatz umfasst ndmlich nicht nur die Energieerhaltung konser-
vativer mechanischer Systeme, sondern auch

— die Universalitit der Grofle Energie und ihrer Erhaltung;
— die Existenz eines Grundzustandes fiir jedes System.

Die Annahme der Existenz eines ,,permanenten oder ,, Grundzustandes“ bei
Bohr (1913) bzw. ,Normalzustandes“ bei Heisenberg (1925) ist mit der Helm-
holtzschen Annahme der Nicht-Existenz eines perpetuum mobile bereits erle-
digt.

Nicht zuletzt erlaubt die Verbindung von Energie und Arbeit die Fixierung
der Energieskala auf das globale Minimum der potenziellen Energie V(x).

3.3.1 Die Erhaltung der Energie nach Helmholtz

Wir gehen von der Annahme aus, dafl es unmoglich sei, durch irgendeine Combi-
nation von Naturkérpern bewegende Kraft fortdauernd aus nichts zu erschaffen.

(H. Helmholtz, 1847, S.7)

Die Entwicklung der Mechanik, die nach Newton einsetzte und iiber Lagrange
bis zu Hamilton reichte (siehe § 3.1.2), zeitigte nicht nur neuartige mathema-
tische Methoden, sondern auch wesentliche Erweiterungen und Verallgemei-
nerungen der physikalischen Begriffe. Die klassische Mechanik wurde als eine
universell giiltige Theorie etabliert.

Helmholtz kniipft bei Newton und bei Leibniz an. Die , Arbeitsgrofie”,
die bei der Bewegung der Korper eines Systems von einer Lage in eine an-
dere verbraucht bzw. frei wird, muss immer die gleiche sein, unabhéngig von
der tatséchlich durchlaufenen Wegstrecke (die Anfangs- und Endgeschwindig-
keiten sollen dabei fixiert sein). Andernfalls kénnte das System infolge des
Durchlaufens verschiedener Wegstrecken unbegrenzt Arbeit leisten. Den ,,ma-
thematischen Ausdruck dieses Princips“ von der Unméglichkeit eines solchen
perpetuum mobile findet Helmholtz in Leibniz‘ Prinzip von der Erhaltung der
lebendigen Kraft (Leibnitz, 1686, 1695).

Um im als homogen angenommenen Schwerefeld senkrecht frei in die Hohe
h emporzusteigen, braucht ein Kérper der Masse M die Geschwindigkeit v =
V2gh (g — Erdbeschleunigung); und er erlangt dieselbe beim Herabfallen. Es
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ist also die Halfte der lebendigen Kraft gleich dem Mafl der Arbeitsgrofie:
%L = %Mv2 = Mgh. Allgemeiner besagt das

Leibnizsche Prinzip: ,Wenn sich eine beliebige Zahl beweglicher
Massenpunkte nur unter dem FEinflufl solcher Krdifte bewegt, welche
sie selbst gegeneinander ausiben, oder welche gegen feste Centren ge-
richtet sind: so ist die Summe der lebendigen Krdfte aller zusam-
men genommen zu allen [denjenigen] Zeitpunkten dieselbe, in wel-
chen alle Punkte dieselben relativen Lagen gegeneinander und gegen
die etwa vorhandenen festen Centren einnehmen, wie auch [immer]
thre Bahnen und Geschwindigkeiten in der Zwischenzeit gewesen sein
mdgen. “*8

Die Krifte, die zu Bewegungen fiihren, fiir die dieser Erhaltungssatz gilt,
heiflen konservativ.

In seiner Vorlesung ,,Dynamik discreter Massenpunkte“ verschmelzt Helm-
holtz die Leibnizsche Mechanik der Erhaltungsgréfien mit der Newtonschen
Mechanik der Bewegungsgleichungen, indem er neben der Kraft und der Bahn
zwei neue allgemeine Begriffe einfiihrt: die Gesamtenergie und die Konfigu-
ration eines Systems von im Raume verteilten Massen. Eine Konfiguration
ist durch die Gesamtheit der relativen Lagen der Korper zueinander gege-
ben, wobei der Bezugspunkt durch den Schwerpunkt gebildet wird. Mit den
Konfigurationen ist zugleich auch eine ,, Anordnung von Kréiften im Raum* ge-
geben, die unabhéngig von der tatséchlichen Bewegung der Kérper und damit
von der kinetischen Energie betrachtet werden kann. Die Gesamtenergie wird
beziiglich einer Gesamtheit von Konfigurationen definiert, welche das System
einnehmen kann. Beziiglich der Gesamtenergie sind die Konfigurationen dieser
Gesamtheit ununterscheidbar.

Die Menge der Konfigurationen, die bei einer periodischen Bewegung
durchlaufen wird, ist eine Invariante des jeweiligen stationéren Zustandes.
Man kann fiir bestimmte Zwecke vom zeitlichen Verlauf der Bewegung vollig
absehen und allein die Konfigurationen betrachten.

Helmholtz (1911, § 48) leitet die Bedingungen, denen Krifte geniigen
miissen, um konservativ zu sein, wie folgt ab:

,» Wenn namlich die Summe der lebendigen Kréfte fiir jede wéahrend der
Bewegung wiederkehrende Constellation der Massen auch wieder den
gleichen Werth erlangt, so muf} dieselbe, obwohl sie nur aus den Mas-
sen und den Geschwindigkeitsquadraten zusammengesetzt ist, doch
eine reine Function der Coordinaten der Massenpunkte sein.“*?

48 Helmholtz, 1847, S.9. — De facto betrachtete Leibniz periodische Bewegungen. Dies
ist insofern bemerkenswert, als auch die Quantentheorie zunéchst fiir periodische
Systeme formuliert wurde.

4% Hamel (Mechanik I, 1921, § I1.1) geht umgekehrt vor. Er verallgemeinert die Ga-
lileieschen und Leibnizschen Ergebnisse zum Energiesatz und leitet daraus die
Newtonsche Bewegungsgleichung ab. Schiitz hat auch das 1. und das 3. Newton-
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Er befindet sich damit in voller Ubereinstimmung mit Leibniz’ Forderung,
dass die Dynamik der Geometrie nicht widersprechen darf, doch die Dynamik
nicht aus den Prinzipien der Geometrie abgeleitet werden kann. Wenn durch
die Geometrie eine Gleichheit der Konfiguration angezeigt ist, kann nicht eine
Verschiedenheit der dynamischen Charakteristika des Systems eintreten. Die
Geometrie spielt eine #hnliche regulative Rolle wie die Logik. Jedes dynami-
sche Prinzip, das der Geometrie und der Logik nicht widerspricht, kann als
Grundlage fiir eine physikalisch konsistente Theorie gelten, sofern auflerdem
die Erhaltungssétze erfiillt werden.

Helmholtz konstruiert diese Funktion mittels Riickgriff auf die Newton-
sche Bewegungsgleichung (3.5). Nach Multiplikation letzterer mit dx, /dt und
Summation iiber alle Kérper a des betrachteten Systems erhélt er die Glei-
chung

Pz, dzx, dx,
M . = K, — 42
za: “dt2 dt Za: “dt (342)

Wenn die Massen M, zeitunabhéngig sind, lésst sich die linke Seite als totale
Ableitung nach der Zeit schreiben:

d 1 de,\* _ dT 1 1 da, "’
INT N (BB =2 p=Zp=Som, (P
il (F) =% TepeTan ()
Die rechte Seite von Gleichung (3.42) ist nun der vollstindige zeitliche Diffe-

renzialquotient einer reinen Koordinatenfunktion, wenn die Krifte wirbelfrei
sind:

VoxKo=0;, K,=-V,V (3.43)

Dies ist eine wesentliche Aussage iiber die ,,rdumliche Anordnung der konser-
vativen Krifte* (§ 50).
Damit ergibt sich aus Gleichung (3.42)

dr av d
w = an o (T+V)=0 (3.44)
»Diese beiden Theile L [T] und ¢ [V] nennt man ... die kinetische und die
potentielle Energie; erstere ist durch den Bewegungszustand des Systems, letz-
tere durch die Configuration des Systems bedingt.* (§ 48). Die Konfiguration
eines Systems und sein Bewegungszustand miissen gewissermaflen zusammen-
passen. Wenn dies der Fall ist, wird (a) die Gesamtenergie E zu einer Er-
haltungsgrife fiir eine bestimmte Gesamtheit von Konfigurationen und (b)
die kinetische Energie T' ebenfalls zu einer Erhaltungsgrofie, bezogen auf eine

sche Axiom aus dem Energiesatz abgeleitet (Prinzip der absoluten Erhaltung der
Energie, 1897; nach Mach, 1988, S.266; vgl. Minkowski, Raum und Zeit, 1908,
Iv).
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bestimmte Konfiguration, wenn diese sich reproduziert. Die wechselseitige An-
passung der beiden Erhaltungsgrofien E und T erfolgt mittels der potentiellen
Energie V:

E-T=V (3.45)

Mit anderen Worten, integriert man Gleichung (3.44), so erhélt man der Ener-
giesatz in der jetzt gebrduchlichen Form

T+V =FE = const (3.46)

Die zeitliche Konstanz der linken Seite wird durch den Zusammenhang v(t) =
%x(t) zwischen den Summanden hergestellt. Jeder der beiden Summanden
hat aber nach wie vor eine eigenstdndige Bedeutung und kann beziiglich dieser
unabhéngig von dem anderen betrachtet und interpretiert werden.

Die Beziehung zwischen Kraft- und Potenzialfunktion ist v6llig unabhéngig
von der Bewegungsgleichung. Daher kann einem mechanischen System eine
potentielle Energie zugeordnet werden, ohne dass sich die Teile des Systems
mit einer bestimmten Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen.

Die obige Ableitung zeigt, dass die ,,Constellationen®“ oder , Konfigura-
tionen* von den ,Bahnen® zu unterscheiden sind. Die Bestimmungsstiicke
der Bahnen, die ,,Orte“ und die ,,Geschwindigkeiten“, sind keine stationdren
Zustandsgrofien, wihrend die Gesamtheit der Konfigurationen, die von der
Bahnkurve x(t) in einem stationéren Zustand durchlaufen werden kann, eine
solche ist. Die Newtonsche Bewegungsgleichung gilt hingegen fiir die Gesamt-
heit aller derjenigen Konfigurationen, fiir die sich der Kraftterm angeben lésst.

Die ,, Auswahl* der Konfigurationen eines Systems kann als ,selbstkon-
sistent* zu losendes Problem formuliert werden, wenn die Energie und die
Summe der lebendigen Krifte bekannt ist. Man wahlt eine Konfiguration,
konstruiert die Summe der lebendigen Krifte und priift die Ubereinstimmung
mit dem vorgegebenen Wert der Energie u.s.w.

Aufgabe: Vergleichen Sie den Helmholtzschen und den Hamelschen Zugang
mit dem Eulerschen! Hinweis: Diskutieren Sie den Zustandsbegriff und den
Kraftterm!

3.3.2 Die Axiome der Zustandserhaltung

In enger Anlehnung an die Eulerschen Axiome EO ... E2 fiir die Zustandser-
haltung eines klassischen Korpers im § 3.2.2 kénnen wir die folgenden Axiome
fiir die Zustandserhaltung eines klassischen konservativen Systems aufstellen:

Axiom CO0: Ein isoliertes, d. h. nach auflen wechselwirkungsfreies System ist
entweder im Zustand der Ruhe (E = 0, vgl. § 3.2.3) oder in einem Zustand
mit konstanter Gesamtenergie (E > 0).

Axiom C1: Ein System, das einmal in Ruhe ist, wird immer in Ruhe verblei-
ben, sofern es nicht von einer dufleren Ursache in diesem Zustande gestort
und in Bewegung gesetzt wird.
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Axiom C2: Ein System verharrt im Zustand konstanter Gesamtenergie, so-
lange keine duflere Ursache diesen Zustand dndert.

Wir werden den stationdren Zustand mit gegebener Gesamtenergie F kurz
»den Zustand E“ nennen.

3.3.3 Arbeit und Arbeitsvorrat — Der Absolutwert der Energie

Wir betrachten nun mit Helmholtz (1911, § 51) ein System im Zustand E,
in dem alle bis auf einen Koérper raumlich fixiert sein mégen. Die Arbeit, die
eine duflere Kraft K.,; an diesem System durch die Bewegung dieses nicht
fixierten Korpers entlang des Weges s leistet, ist

A= / K.y - ds (3.47)

S1

Geschieht diese Bewegung so langsam, dass die kinetische Energie dieses
Korpers vernachléssigbar bleibt, so ist diese Arbeit, da die externe Kraft der
internen entgegengesetzt gleich ist: K,y = —K.¢, gleich der Differenz der
potentiellen Energien am Anfangs- und am Endpunkt:

A= 7(_Kint) ~ds = 7VV($) ~ds =V (s2) —V(s1)

Ist dagegen die kinetische Energie am Endpunkt nicht vernachldssigbar, so
geht ein Teil der zugefithrten Arbeit in diese {iber.

Lassen wir nun die Annahme fallen, dass die anderen Koérper festgehalten
werden, so werden diese auf die obige Bewegung reagieren. Die zugefiihrte
Arbeit ist dann gleich der Summe der Anderungen der potentiellen und der
kinetischen Energien aller Korper:

A=AV + AT = AE

A < 0 bedeutet, dass das System Energie an die Umgebung abgibt. Vollzieht
sich die Bewegung hinreichend langsam, so wird A = AV.

»,Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass die potentielle Ener-
gie als ein disponibler Arbeitsvorrat anzusehen ist, welchen man fiir
duBere Zwecke nutzbar machen kann, wenn man eine derartige De-
formation des Massensystems zuléisst, dass @ [V] dadurch vermindert
wird.“

(Helmbholtz, 1911, S.215)

Analog zur potentiellen Energie als in Lageenergie gespeichertem disponiblen
Arbeitsvorrat betrachten wir die kinetische Energie als in Bewegungsenergie
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gespeicherten disponiblen Arbeitsvorrat, dessen Menge ebenfalls die Gesamt-
energie nicht {iberschreiten kann.

Vom Standpunkt der Newtonschen Bewegungsgleichung aus ist die Energie
eine Integrationskonstante. Auch die Hamiltonschen Gleichungen &ndern sich
nicht, wenn man zur potenziellen Energie einen konstanten Wert hinzu ad-
diert. Deshalb liest man oft, dass die potenzielle und die Gesamtenergie nur bis
auf eine Konstante definiert seien. Diese Argumentation widerspricht nun ge-
rade ihrer obigen Beziehung zur Arbeit.?® Die Gesamtenergie eines Systems ist
in genau dem Mafle physikalisch relevant, wie sie mit anderen Systemen aus-

getauscht werden kann. Ein System im Zustand F = Vi, = min  V(z)
—oo<x<+o00

befindet sich im Zustand der Ruhe und kann keine Arbeit leisten. Deshalb ist
Vnin der physikalische Nullpunkt der Energieskala: Vi, = 0.

Das Kepler-Potenzial: Vigepier ~ —1/7, gilt nur auflerhalb eines schwe-
ren Korpers. Wie bei ihm ist es auch bei anderen Bindungs-Problemen oft
aus anschaulichen Griinden vorteilhaft, den Energienullpunkt in die Grenze
zwischen gebundener (negative Energiewerte) und ungebundener Bewegung
(positive Energiewerte) zu legen. Die prinzipielle Argumentation bleibt davon
unberiihrt. In den nachfolgenden Paragrafen werden wir sehen, dass auch an-
dere physikalische Konsequenzen des Energiesatzes die Differenz F — V3, als
Bezugswert hervorheben.

3.3.4 Der Zusammenhang zwischen Energie und Ausdehnung

Fiihrt man durch die Bedingung (a indiziert wieder die Korper des Systems)
V{x.}) = const (3.48)

Aquipotenzialflichen ein, so lisst sich die Deformation des Systems mit seinem
Ubergang von einer Aquipotenzialfliche auf eine andere verbinden. In vielen
Fillen wichst die charakteristische Ausdehnung der Aquipotenzialfliche mit
dem Wert der potentiellen Energie. Dem entspricht der

Helmholtzsche Zusammenhang zwischen Arbeitsvorrat und
Ausdehnung: Fin System von Massenpunkten vergréfert (verklei-
nert) seine charakteristischen Dimensionen, wenn ihm mechanische
Arbeit zugefihrt wird (es mechanische Arbeit an der Umgebung lei-
stet).

Fiir Systeme, in denen die potentielle Energie eine homogene Funktion der
Koordinaten ist, ldsst sich diese Hypothese sofort verallgemeinern:

Zusammenhang zwischen Gesamtenergie und Ausdehnung:
Ein konservatives System vergrifiert (verkleinert) seine charakteristi-
schen Dimensionen, wenn seine Gesamtenergie zu(ab)nimmt.

%0 Die Behauptung, in der speziell-relativistischen Mechanik werde der Energienull-
punkt durch die Ruheenergie moc? festgelegt, iibersieht, dass hier die potenzielle
Energie die gleiche Rolle spielt wie in der nichtrelativistischen Mechanik.
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Diese Aussage gilt offensichtlich nicht nur fiir den harmonischen Oszillator
und die Kepler-Bahnen, sondern auch im Bohrschen Atommodell. In der Tat
bezieht sich diese Formulierung nicht auf eine bestimmte Darstellung des
Energieerhaltungssatzes. Sie kann deshalb als eine Leitlinie bei der Ableitung
nichtklassischer Mechaniken dienen.

Zum Zwecke einer symmetrischeren Behandlung der Orts- und Impuls-
Variablen fithren wir die folgenden komplementéiren Feststellungen an.

Komplementéires Leibnizsches, oder Nemorariussches Prin-
zip: Die Lageenergie V (z) eines Systems nimmt den gleichen Wert
an, wenn das System in die gleiche Impuls-Konfiguration P zurick-
kehrt.5!

Komplementire Helmholtzsche Schlussfolgerung: Obwohl als
Funktion der Konfiguration definiert, kann die potentielle Energie als
eine reine Funktion der Impulse dargestellt werden; die Ezistenz einer
solchen Funktion muss gefordert werden.

Wenn wir fiir diese Funktion den Ausdruck E — T'(p) wihlen, erhalten wir
erneut den Erhaltungssatz (3.46), wobei die Geschwindigkeiten durch die Im-
pulse ersetzt sind. Wir wahlen wieder das Minuszeichen vor der Funktion der
Impulse. Diese kinetische Energie T'(p) hat gegeniiber der Funktion —7'(p)
den Vorteil des direkteren Ausdruckes der lebendigen Kraft und des

Zusammenhangs zwischen Gesamtenergie und Ausdehnung
im Impulsraum: Fin System vergréfert (verkleinert) seine Aus-
dehnung im Impulsraum, wenn es Energie aus seiner Umgebung auf-
nimmt (an seine Umgebung abgibt).

Allgemein gesprochen, stellen also die Funktionen V (z) und 7'(p) den Zusam-
menhang zwischen Arbeitsvorrat (Gesamtenergie) und Ausdehnung im Orts-
bzw. Impulsraum her; zudem bestimmen sie die Menge der im Zustand FE
moglichen (Impuls-)Konfigurationen, wie wir in Kiirze sehen werden.

Fiir unseren Modell-Oszillator sind die Ausdehnungen im Orts- und Im-
pulsraum durch die Umkehrpunkte @ ax(min) b2W. Pmax(min) gegeben:

K 2 ) _ I
E= V(xmax(min)) = §mmax(min)’ E= T(pmax(min)) - mpmax(min)

(3.49)

Diese Beziehungen zwischen Energie und Ausdehnung induzieren Ordnungs-
relationen: Fir jede geordnete Menge F; < FE5 < --- bilden die jeweili-
gen charakteristischen Ausdehnungen ebenfalls geordnete Mengen, und zwar:

5! Jordanus Nemorarius (Jordanus de Nemora, 13. Jh.), Elementa Jordani super
demonstrationem ponderis secundum sitis; Liber Jordani de rationi ponderis. —
Nach Simonyi (1990, S.146ff.) und Hamel (1921, S.6ff.) hat Nemorarius als Erster
vermutet, dass das Heben eines Gewichtes G auf die Hohe h und das Heben des
Gewichtes G’ auf die Hohe A’ die gleiche ,,Spannung® erzeugt, wenn G-h = G’ - b’
gilt.
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Tmax,] < Tmax,2 < °"°° und Pmax,1 < Pmax,2 < **°- Wenn man Tmax(min) und
Pmax(min) hicht als Bahnparameter, sondern als charakteristische (Impuls-)
Konfigurationen ansieht, dann sollten diese Ordnungsrelationen fiir alle Sys-
teme gelten, auf die die Begriffe Energie und (Impuls-)Konfiguration anwend-
bar sind (wobei die jeweiligen Parameter natiirlich auf unterschiedliche Weise
dargestellt werden). Dank dessen bieten sie einen niitzlichen Anhaltspunkt
beim Ubergang zu nicht-klassischen Systemen.

Aufgabe: Uberpriifen Sie den Helmholtzschen Zusammenhang zwischen Ar-
beitsvorrat und Ausdehnung anhand der elliptischen Kepler-Bahnen! Hinweis:
Untersuchen Sie die Abhéngigkeit der potentiellen Energie von den rdumlichen
Bahnparametern!

Aufgabe: Beweisen Sie den Zusammenhang zwischen Gesamtenergie und Aus-
dehnung anhand des Konzeptes der mechanischen Ahnlichkeit®?

3.3.5 Eulers Methode der Maxima und Minima II.
Interne und externe Systemparameter

Die internen Parameter eines Systems sind diejenigen Parameter, die nicht
durch duBlere Einfliisse verindert werden koénnen. Zu ihnen gehoren die Mas-
sen der Koérper und andere Materialparameter sowie die Extremwerte der
Funktionen V' (x) und T'(p), z. B. Vipin = 0 und Trpi, = 0 fiir unser Modellsys-
tem. Nach Euler kénnen diese Extremwerte mit Hilfe der Analysis berechnet
werden, unabhéngig von der aktuellen Bewegung des betrachteten Systems.
Die Minima definieren die stabilen Gleichgewichtszustéinde des Systems (Mau-
pertuis, 1744).

Die externen Parameter konnen dagegen durch duflere Einfliisse verindert
werden. Zu ihnen gehdren vornehmlich die Anfangsbedingungen g = z(t = 0)
und pp = p(t = 0) (wir betrachten wieder den linearen Oszillator). Alle Funk-
tionen von ihnen sind ebenfalls externe Parameter, insbesondere die Gesamt-
energie: £ =V (zo)+T(po), und mit dieser die im Zustand E mazimal mdégli-
chen Werte der potentiellen und der kinetischen Energie,

Vot (B) = V(tmax) = B; Thot"™(E) = T(pmax) = E (3.50)

max max

ymdglich () ynd Tm3elich( ) sind jedoch nicht Extremwerte der Funktionen
V(z) bzw. T(p).

Der aktuelle Zustand eines Systems wird demnach sowohl durch interne
als auch durch externe Parameter bestimmt.

Von dieser allgemeinen Tatsache gibt es allerdings eine wichtige Aus-
nahme. Im Zustand der Ruhe sind die Gesamtenergie und die Ausdehnung im
(Impuls-)Raum durch die gleichzeitige Erfiillung der Bedingungen V' = Vi,

UND T = T, festgelegt. Hierbei nehmen sowohl die potentielle als auch

52 Newton, Principia, Buch II, Abschn.7, Prop.32; Whittaker, Analytical Dynamics,
§ 33; Landau & Lifschitz, Mechanik, § 10.
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die kinetische Energie Extremwerte an. Das heif3t, der Zustand der Ruhe ist
vollstédndig durch die ,,internen Prinzipien“ bestimmt.

Wir vermuten, dass dies ganz allgemein gilt:

Hypothese 1: Parameter, deren Werte durch die Bedingung V =
Vain und T = Ty bestimmt werden, sind in diesem Fall interne
Parameter.

Hypothese 2: Zustinde, in denen die Ausdehnung im (Impuls-)
Raum zu Extremwerten geeigneter Funktionen gehdren, sind interne
Zustdinde.

Diese Hypothesen legen die folgende, fiir den Ubergang zur Quantenmechanik
wichtige Frage nahe: Gibt es Systeme, fiir die alle Zusténde innere Zustédnde
sind?

Das Einsteinsche Kriterium (siehe Abschnitt 1.2) und die strukturelle Sta-
bilitit der Atombhiille®® lassen nimlich vermuten, dass die Energie bzw. das
Energiespektrum von Quantensystemen keine kontinuierliche Funktion kon-
tinuierlicher externer Variablen (wie sie die Anfangsbedingungen darstellen),
sondern ein interner Systemparameter ist.

3.3.6 Mogliche und nicht mégliche Konfigurationen

The mathematics gives formal coherence to the physical theory and enables
predictions to be made about the behaviour of real systems in unexplored regions
of parameter space. It also brings out the remarkable symmetries and elegance
of the theory ...

(M. Longair, 2003%*)

Wir kommen nun zu einer intrinsischen Beschrinkung der Bewegung konser-
vativer Systeme. Sie ist nicht in den Axiomen festgelegt, sondern eine Folge
des Energiesatzes. Sie wird uns als Ausgangspunkt fiir die Modifizierung der
Klassischen Mechanik hin zur Quantenmechanik dienen.

Das Axiom N2 und die Eulersche Zustandsinderungsgleichung und folg-
lich auch die Newtonsche Bewegungsgleichung gelten im gesamten Konfigu-
rationsraum, genauer, fiir die Menge aller Konfigurationen unter Beachtung
des Euler-Verbots:

5% Atome reagieren nicht auf duBere StoBe geringer Energie (Franck & Hertz, Uber
Zusammenstifie zwischen langsamen Elektronen und den Molekiilen des Quecksil-
berdampfes und die Tonisierungsspannung derselben, 1914; Uber die Erregung der
2536-14-Quecksilberresonanzlinie durch Elektronenstdfie und die Ionisierungsspan-
nung derselben, 1914; Franck & Jordan, Anregung von Quantenspringen durch
Stife, 1926). Dagegen sind die Kepler-Bahnen strukturell instabil, weil ein Planet
bei einem Meteoriteneinschlag seine Bahn verlédsst und sich dieser Bahn danach
nicht wieder von selbst néhert.

51 Malcolm Longair (*¥1941), Theoretical Concepts in Physics, 2003, S.114.
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Cﬁggﬁgﬁ o a1\ {Orte der anderen Korper} (3.51)
Im Unterschied zur Voraussetzung (3.43) fiir konservative Kriifte machen sie
keinerlei Aussagen iiber die rdumliche Anordnung der Kriifte. Wenn das be-
trachtete System Bewegungsbeschrinkungen unterliegt, wird die Menge aller

T . . . . Lagrange
mdglichen Konfigurationen — wir werden sie die Lagrange-Menge, C oy 1=,

nennen — eine Teilmenge von CRENEON sein: C;Zggﬁf&ge C Clguton. Beide Men-
gen sind vom Zustand des Korpers bzw. Systems unabhéingig.

Die Undurchdringlichkeit stellt keine Bedingungen an die Impulse der
Korper, deshalb gelten die eben genannten Gleichungen fiir alle Impuls-
Konfigurationen: ngg‘ﬁg}? = P,. Die Menge der beim Vorliegen von
Bewegungsbeschrinkungen moglichen Impuls-Konfigurationen nennen wir

Lagrange T : : : :
Pmb.ghch . Wie im Konfigurationsraum ist auch im Impuls-Konfigurations-
PLagrange

raum die Lagrange-Menge eine Untermenge der Newton-Menge: moglich =

Newton
moglich *
{g?Vir zeigen nun, dass und wie der Energiesatz die Menge der moglichen
(Impuls-)Konfigurationen weiter einschrinkt.
Nach dem in den vorangegangenen Paragrafen Gesagten ist in jedem Zu-
stand E, den ein System einnehmen kann, der als Lageenergie gespeicherte

Arbeitsvorrat A begrenzt:
A S V(l‘) S E, ‘/min =0

Ein System kann deshalb jeweils nur diejenigen Konfigurationen x einnehmen,
fiir die V() < E gilt; wir nennen diese Menge, weil Leibniz als erster eine
energetische Zustandsgrofie untersucht hat, die Leibniz-Menge:

OLeibniz (E) d:f {ZE|V($) < E} C OLagrange (352)

moglich moglich

Zum Beispiel ist fiir den linearen Oszillator

Leibniz
Cmt')glich = {‘T|xmin S X S JL’max}
Lagrange __ ~Newton __ _
- Cmﬁglich — “Ymoglich — Can = {$| —xo<r< —|—OO}

Auf analoge Weise ist der als Bewegungsenergie gespeicherte Arbeitsvorrat
B eines Systems im Zustand E begrenzt:

B<T(p <E

Ein System kann deshalb jeweils nur diejenigen Impuls-Konfigurationen p ein-
nehmen, fiir die diese Ungleichung erfiillt ist; wir nennen diese Menge ebenfalls
Leibniz-Menge:

P (B) = (T(p) < B}  Phasonse (353)

moglich moglich
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Fiir den linearen Oszillator ist

Leibniz
Pm(‘ejlgl?clﬁ = {p|pmin <p< pmax}

c PLagrange _ pNewton _ Pall _ {p| —0<p< +OO}

moglich moglich

Da diese Einschrinkungen keine Konsequenzen der Zustandserhaltung
sind, fiihren diese Beobachtungen unmittelbar zu der Frage, unter welchen
Bedingungen und fiir welche mechanischen Systeme diese Finteilung in mdgli-
che und unmdgliche (Impuls-)Konfigurationen nicht stattfindet und wie die
Mechanik jener Systeme aussieht, denen in jedem Zustand E der gesamte
(Impuls- ) Konfigurationsraum zuginglich ist?

Umgekehrt kann man fragen: Ist es moglich, die Menge der moglichen Kon-
figurationen vorzugeben und daraus die entsprechenden Bewegungsgesetze zu
gewinnen?

3.4 Anwendung der Eulerschen Prinzipien
der Zustandsidnderung auf konservative Systeme

Auch mir scheint es, daf eine physikalische Theorie nur dann befriedigen kann,
wenn sie aus elementaren Grundlagen ihre Gebilde zusammensetzt.

(A. Einstein, 1908%)

Bevor wir zur Modifikation der Klassischen Mechanik schreiten, fassen wir,
um weiteres Riistzeug zu sammeln, die Prinzipien der Zustandsénderung zu-
sammen.

3.4.1 Die Prinzipien der Zustandsinderung fiir die Koérper

Die Anderungen des Ortes und des Impulses wihrend des Zeitintervalls dt
betragen

()= (05 ()= Cay () -y e

Die Matrizen der inneren und der dufleren Transformation,

N 0 L-dt A 00
Uint = <0 MO > und Uext = <0 dt) (355)

gehoren zu den inneren beziehungsweise dufleren Prinzipien der Zustandsénde-
rung. Thre Nicht-Vertauschbarkeit: UiUeyt # UertUsng, bedeutet, dass die
inneren und dufleren Transformationen nicht aufeinander reduziert werden

55 Einstein an Sommerfeld, 14.01.1908, in: Einstein, Collected Papers, Bd.5, Dok.73,
S.87 (zit. nach Stachel, 2001, S.42).
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konnen, mithin die inneren und &ufleren Prinzipien der Zustandsinderung
voneinander unabhéngig sind.

Man sieht auch an dieser Darstellung, dass die fundamentalen Differenzial-
gleichungen beziiglich der Zeit von erster Ordnung sind (Enders, 1996).

An der Gleichung (3.54) sind die folgenden, zum Teil bereits oben beschrie-
benen Prinzipien der Zustandséinderung fiir klassische Korper ersichtlich: Bis
einschliefllich der Ordnung dt gilt:

Prinzip PK1: Die Anderungen der Erhaltungsgrofien (dZ = dp) hingen nur
von den #ufleren Ursachen (K) ab (vermittelt durch die duere Transfor-
mation U, ), nicht aber von den Nicht-ErhaltungsgréBen (); insbesondere
gilt dp = 0, wenn K = 0;

Prinzip PK2: Die Anderungen der ErhaltungsgréBen (dZ) sind unabhiingig
von den Erhaltungsgroen (Z) selbst;

Prinzip PK3: Die Anderungen der Nicht-ErhaltungsgroBen (dz) hingen
nur von den Erhaltungsgrofien (Z) ab (vermittelt durch die innere Trans-
formation Us,;); die duBeren Ursachen (K) beeinflussen die Nicht-Erhal-
tungsgrofen (x) nur indirekt iiber die Erhaltungsgrofien (Z);

Prinzip PK4: Die Anderungen der Erhaltungs- (dZ) und der Nicht-Erhal-
tungsgréfen (dz) sind unabhiingig voneinander;

Prinzip PK5: Sobald die dufleren Ursachen verschwinden, verbleibt der
Korper in dem zu diesem Zeitpunkt eingenommenen Zustand: Z(t) =
const = Z(t1) = p(t1) fiir ¢ > t1, falls F(t) = 0 fiir t > t;. (Dies ist
eine Priizisierung des Axioms D3 im § 3.1.1.)

Mit ddt = dK = 0 erhélt man durch weitere Differenzialbildung die Gleichung

ddz\ _ (0 gdt\ (dz\ _ (0 55dt\ (apdt _ (7 Kdt?
ddp )~ \0 0 dp) \0 0 Kdt )~ 0

Die obere Zeile enthélt die Newtonsche Bewegungsgleichung (M = const);
die untere zeigt, dass — bis zur zweiten Ordnung in dt — eine duflere Kraft die
Beschleunigung nicht &ndert.

3.4.2 Die Prinzipien der Zustandsinderung
fiir konservative Systeme

Der Kernbereich der Klassischen Mechanik kennt als Wechselwirkung nur die
StoBe. Wir zeigen jetzt, dass die fiir diesen Bereich aufgestellten Prinzipien fiir
eine viel groflere Menge von Wechselwirkungen anwendbar sind, auch wenn
die Ursachen der Zustandsdnderung nicht mehr auf die Undurchdringlichkeit
zuriickgefiithrt werden kénnen.

Wir betrachten den harmonischen Oszillator als Modell fiir einen Koérper
unter der Einwirkung einer stindigen Kraft, die nur vom Ort, nicht aber von
der Zeit explizit abhéingt. Der Korper und diese Kraft bilden ein (punkt)me-
chanisches System. Die Periodizitit der Bewegung des Korpers suggeriert,
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dass es einen invarianten (zeitlich konstanten) Ausdruck gibt, der — wie die
Zustandsfunktionen Z = v und Z = v? im kriftefreien Fall — diese Persistenz
beinhaltet. Wir stellen uns hier also auf den axiomatischen Standpunkt, nach
dem sich ein System ohne duflere Krifte (die eben genannte Kraft definiert das
System und gehort somit zu den inneren Kréften) in einem stationiren, das
heifit zeitunabhingigen Zustand befindet und wollen jetzt die entsprechende
(stationdre, zeitlich konstante) Zustandsfunktion konstruieren.

Infolge der inneren Kraft ist die Geschwindigkeit des Korpers zu keinem
Zeitpunkt konstant. Eine solche Zustandsfunktion — die, wenn diese Kraft
verschwindet, natiirlich in eine reine Funktion der Geschwindigkeit iibergehen
muss — sollte deshalb neben der Geschwindigkeit weitere zeitabhéngige Groen
enthalten, die die Zeitabhingigkeit der Geschwindigkeit kompensieren. Eine
explizite Zeitabhéingigkeit scheidet aus, weil sie nicht Folge der Bewegung
des Korpers ist, mithin duflere Einfliisse reprisentieren wiirde. Als bereits
bekannte Nicht-Erhaltungsgréfie bietet sich die Auslenkung x(¢) an (zumal
sie in der Newtonschen Bewegungsgleichung auftaucht).%6

Aus Symmetriegriinden ist der gesuchte Ausdruck eine Funktion der
Betrige von Auslenkung und Geschwindigkeit. Angesichts der funktionalen
Form der kinetischen Energie (in die die Zustandsfunktion iibergehen soll,
wenn die Kraft verschwindet) und der Beziehung cos?(wt) + sin®(wt) = 1 ist
der folgende Ansatz naheliegend:

2(8) = Z (p(t), (1) = ——p(t)® + () = const (3.56)
2M 2
Hierin ist k ein noch zu bestimmender, aber auch aus Dimensionsgriinden
notwendiger Faktor.

Es ist offensichtlich, dass dies nicht die Zustandsfunktion des oszillierenden
Korpers, sondern die des Systems Oszillator ist, das aus diesem Korper und,
sagen wir, der Federkraft besteht.

Invarianz (Zeitunabhingigkeit) der Zustandsfunktion (3.56) meint nun

1
dZ(p,x) = Mpdp + kxdx =0

Mit p(t) = M%x(t) = Mi(t) erhédlt man hieraus p(t) + kz(t) = 0, mithin
Mi(t) = —kx(t). Das ist die Newtonsche Bewegungsgleichung mit der Kraft-

funktion K(z) = —kz. Damit beschreibt der Summand £(t)? die zu dieser
Kraftfunktion gehorende potentielle Energie, und Z ist gleich der Gesamt-
energie F.

Nach der Teilung durch dt lisst sich die Gleichung dZ(p,z) = 0 wie folgt
schreiben:

56 Wir miissen hier nicht fordern, dass der Zustand auch vom Ort abhingen kann,
denn die Auslenkung z ist kein Ort im dufleren Raum, sondern tritt nach aufien
nurmehr als innerer Parameter auf, der als verallgemeinerte Koordinate die Be-
wegungsbeschriankungen représentiert.
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dZ 9Zdp 9Zdx

@ opdt Towdt "
Allgemeine Losungen dieser Gleichung lauten
oVA dx 07 dp
_—= ai; —_— = —Q—
dp dt ox dt

Die Kompatibilitdt mit der Newtonschen Bewegungsgleichung erfordert a = 1.
Wenn der kanonische gleich dem kartesischen Impuls ist, sind diese Gleichun-
gen wegen Z = FE isomorph zu den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
(3.17). Allerdings wurden sie hier nur fiir den stationéiren Fall abgeleitet —
ihre Giiltigkeit fiir den nichtstationéren Fall werden wir sogleich nachweisen.

Dazu betrachten den Fall einer von auflerhalb auf das System harmo-
nischer Oszillator erfolgenden zeitabhingigen Einwirkung, die mit Hilfe der
explizit zeitabhéngigen potentiellen Energie V... (x,t) beschrieben sei. Als Zu-
standsfunktion wéhlen wir aus den oben genannten Griinden die jetzt explizit
zeitabhéngige Hamilton-Funktion:

Z(t) = H (t,x(t),p(t)) = Ho (2(t), p(t)) + Vear (¢, x(t))

Hierin ist Ho(z,p) = ng + ﬁp? Wenn nun die Zustandsénderung nur von
den dufleren Einfliissen abhingt, haben wir

dZ = dH = 8—;Iazp L OH G O gy L OVew

B oz ot T

Folglich ist erneut %—gdp + %—fdz = 0. Damit haben wir die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen auch fiir den nichtstationéren Fall abgeleitet.

In enger Anlehnung an die im vorigen Paragraphen aufgefiihrten Prin-
zipien der Zustandsinderung fiir klassische Korper (PK1 ... PK5) konnen
wir folglich ganz analoge Prinzipien der Zustandsénderung fiir konservative

Systeme aufstellen:

Prinzip PS1: Die Anderungen der ZustandsgréBen (dZ) héingen nur von den
duBeren Ursachen (0V,,+/0t) ab, nicht aber von den inneren Ursachen (Hy);
insbesondere gilt dZ = 0, wenn 9V, /0t = 0;

Prinzip PS2: Die Anderungen der Zustandsgrofen (dZ) sind unabhingig
von den Zustandsgrofien (Z) selbst;

Prinzip PS3: Die Anderungen der Nicht-ZustandsgroBen (dz, dp) hingen
nur von den Zustandsgréfen (Z) ab; die dufleren Ursachen (0V..:/0t)
beeinflussen die Nicht-Zustandsgréfien (z, p) nur indirekt iiber die Zu-
standsgroBen (Z);

Prinzip PS4: Die Anderungen der Zustands- (dZ) und der Nicht-Zustands-
groflen (dzx, dp) sind unabhingig voneinander;

Prinzip PS5: Sobald die duBleren Ursachen verschwunden sind, verbleibt
das System in dem zu diesem Zeitpunkt eingenommenen Zustand: Z(t) =
const = Z(t1) = Ho + Veg (t1,2(t1)) fiir ¢ > ¢q, falls 0Vope /Ot = 0 fiir
t>t.
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Wir haben hierbei angenommen, dass die Riickwirkung auf die dufleren Ur-
sachen vernachléssigbar ist (z. B. deshalb, weil das dulere System viel grofier
ist57).

Dass die Zustandséinderung von 0V..;/0t und nicht von Vg, selbst ab-
hiingt, bedeutet, dass zeitunabhingige ,,duflere Ursachen“ als ,innere Ursa-
chen® in das System zu integrieren sind.

Die Eulersche Darstellung der Mechanik ist also kompatibel mit der Ha-
miltonschen Mechanik, die Prinzipien der Zustandserhaltung und -&nderung
fiir die Korper finden cum grano salis Anwendung auf konservative Systeme.
Weiter unten werden wir sehen, dass sie — bei geeigneter Darstellung der Zu-
standsgrofien — auch fiir Quantensysteme gelten.

3.4.3 Separation der internen und externen Parameter
am Beispiel des harmonischen Oszillators *

In der Losung (3.8) treten die internen (Kreisfrequenz) und externen Parame-
ter (Anfangswerte) gemischt auf. Es sollte nach dem im § 3.3.5 Gesagten in-
struktiv sein, diese Losung so umzuformen, dass sie voneinander getrennt wer-
den. Ganz allgemein gilt: Separationen verdeutlichen die tatséchlichen physi-
kalischen Zusammenhénge. Hier betrifft es die Riick-Trennung der konstanten
(Bewegungsgesetze, Systemparameter) und der verédnderlichen Einfliisse (An-
fangsbedingungen)58.

Die Separation gelingt sofort, wenn wir auf die gekoppelte Darstellung
beider dynamischer Variablen: z(t) und p(t), zuriickgreifen:

xz(t)\ _ cos(wt) 1 sin(wt) z(0)\ _ D) x(0)

v(t) ) \ —Muwsin(wt) cos(wt) v(0) ) def v(0)
Diese Form erhélt man iibrigens auch, wenn man die Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen (3.17) als Gleichungssystem 16st. Die Matrix D(¢) enthilt

nur noch interne Parameter und die Zeit. Sie beschreibt Drehungen im Pha-
senraum und besitzt daher die Gruppeneigenschaft

Dt)=D(t—t)-D{t'); 0<t' <t

Diese Beziehung ist ein punktmechanisches Analogon zum Huygensschen Prin-
zip der Wellenausbreitung.®®

T Vgl. Born, Heisenberg & Jordan, Uber Quantenmechanik IT, 1926, §5.

58 Vgl. hierzu Wigner, Events, laws of nature, and invariance principles, 1963.

%9 Vgl. Enders, 1996. — Tatsiéichlich wurde das Superpositionsprinzip von Huygens
zuerst fiir mechanische Bewegungen formuliert: Beim lotrechten Fall addieren sich
die in jedem Augenblick erlangten Geschwindigkeitszuwéchse zu der davor inne
gehabten Geschwindigkeit (Horologium oscillatorium, 1673; nach Simonyi, 1990,
S.241f.). Dies impliziert die Differenzierbarkeit der Geschwindigkeit: v(t 4 dt) =
v(t) + dv, mithin die Glattheit der Bahnkurven.
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Da das Zeitverhalten explizit allein von der Kreisfrequenz, nicht jedoch
von der Masse abhéngt, wollen wir die Vermischung beider in der Matrix
D(t) auch noch iiberwinden. Dazu diagonalisieren wir D(t) (was sonst?):

(%D - (eigt 69‘*”5> (2583) = D(t) (igg;) (3.57)

Die transformierten Variablen sind

() =3 (o ) G = w3 (Aot 09

Sie besitzen gemifl Gleichung (3.57) die hochst einfachen Zeitabhiingigkeiten

B(t) = (0)e™;  p(t) = p0)e ™!

Aus ihnen lassen sich sofort zwei Erste Integrale der Oszillator-Bewegung
ablesen, ndmlich

I = e ™) = 2(0); I = e™'p(t) = p(0)

Da es keine weiteren unabhéngigen Ersten Integrale gibt, ist die Energie eine
Funktion dieser beiden. Tatséchlich ist sie — bis auf einen Faktor — gleich dem
Produkt beider: E = —iwl; I5. Folglich faktorisieren die Variablen (3.58) die
Hamilton-Funktion (3.19):

M 1
H(z,p) = 7&3; (8) + 5377 p°(t) = —iwz(t)p(t) = —iwi(0)p(0) = E
Schlieflich geniigen die Variablen (3.58) nicht Bewegungsgleichungen von
zweiter Ordnung, wie z(¢) und p(t), sondern von erster Ordnung in der Zeit:

2 5t) = —iwp(t)

—Z(t) = +iwz(t); g

dt

Die Faktorisierung jener: (5722 +w?) = (4 +iw)(4 — iw), ist unschwer zu

erkennen.

Diese Separation von innerer Bewegung und externen Einfliissen ist nur
unter Verwendung der imaginiren Einheit i = +/—1 moglich. Dies gibt ihr
eine physikalische (und nicht nur mathematisch-rechentechnische) Berechti-
gung bereits in der Klassischen Mechanik. Das erleichtert ihre Verwendung
in der Wellenmechanik (in der Vierten Mitteilung duflerte Schrodinger noch
Vorbehalte gegeniiber einer Faktorisierung, die ¢ enthélt).

Wir werden Variablen wie Z und p in der Wellenmechanik wieder begegnen;
sie finden auch bei den Untersuchungen zur geometrischen Phase Verwendung
(Shapere & Wilczek, 1989).



4. Von der Klassischen Mechanik
zur Quantenmechanik

Man hat versucht, die nicht mechanischen Energieformen durch hypothetische
Vorstellungen auf die rein mechanischen Urformen zuriickzufiihren. ... Derar-
tige Vorstellungen sind wegen ihrer Anschaulichkeit sehr niitzlich, diirfen aber
wegen ihres hypothetischen Charakters nicht mit dem Inhalt des Energieprinzips
vermengt werden. Dieses Prinzip steht als ein bis jetzt iiberall bestétigter Erfah-
rungssatz iiber diesen Hypothesen [iiber die Beschaffenheit der wechselwirkenden
Systeme] und kann der Veranschaulichung entbehren.

(H. von Helmholtz, 1911, § 52')

Der Ubergang von der Klassischen Mechanik zur Quantenmechanik ist hi-
storisch auf zwei Wegen erfolgt. Im Anschluss an die Einfiihrung des Wir-
kungsquantums durch Planck und das Bohrsche Atommodell beziehungsweise
de Broglies Konzept der Materiewellen entwickelten Heisenberg und Schrédin-
ger die Matrizen- beziehungsweise Wellenmechanik?. Die Ergebnisse sind zwar
hinsichtlich Ausgangspunkt und Methode ganz verschieden, doch mathema-
tisch weitgehend #quivalent® und kénnen sich daher gegenseitig ergéinzen.
Heisenberg (1925) beginnt mit einer radikalen Analyse der klassischen
Bahnbewegung und kommt zu der Erkenntnis, dass es sich bei der neuen
Theorie nicht lediglich um eine ,, Abweichung von der klassischen Mechanik*
handeln kénne, da ,schon die Einstein-Bohrsche Frequenzbedingung eine so
vollige Absage ... an die dieser Mechanik zugrunde liegende Kinematik dar-
stellt, dass auch bei den einfachsten quantentheoretischen Problemen an eine

1 'Wir werden Helmholtz folgen, das Energieprinzip als universell giiltig voraussetzen

und aus dieser Giiltigkeit Schlussfolgerungen iiber die Beschaffenheit von nicht-

klassischen Systemen ableiten.
2 Mehra & Rechenberg, The Historical Development of Quantum Theory, 1999f.;
Ludwig, Wellenmechanik, 1970; Simonyi, Kulturgeschichte der Physik, 1990,
Abschn. 5.3; Jammer, The conceptual development of quantum mechanics, 1967,
Kap.5.
Schridinger, Uber das Verhilinis der Born-Heisenberg-Jordanschen Quantenme-
chanik zu der meinen, 1926; Zweite Mitteilung, S.513f. — Diese Aquivalenz hatte
bereits David Hilbert (1862-1943) vermutet: ,Hilbert ... sagte, er hitte nur ein-
mal mit Matrizen zu tun gehabt, und zwar bei der Losung von Differenzialglei-
chungen mit Randbedingungen. Um weiterzukommen, sollten sie sich daher die
Differenzialgleichung ansehen, aus der sich ihre Matrizen ergeben hétten. Die Phy-
siker hielten das fiir eine Ungereimtheit und dachten sich, Hilbert wiisste nicht,
wovon er redet.“ (Condon, 60 Years of Quantum Physics, 1962)
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Giiltigkeit der Klassischen Mechanik schlechterdings nicht mehr gedacht wer-
den kann.“ Seine Intentionen fasst er bereits im Titel zusammen: ,, Uber quan-
tentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen®.
Schrodinger gelangt auf einem vollig anderen Weg zu seiner Gleichung, indem
er von der Analogie zwischen Wellenoptik und geometrischer Optik und der
Hamilton-Jacobischen Theorie ausgeht.

,Angeregt wurde meine Theorie durch L. de Broglie, Ann. de Physi-
que (10) 3, S. 22. 1925 (Theses, Paris 1924) und durch kurze, aber
unendlich weitblickende Bemerkungen A. Einsteins, Berl. Ber. 1925.
S. 9ff. Eines genetischen Zusammenhangs mit Heisenberg bin ich mir
durchaus nicht bewuf}t. Ich hatte von seiner Theorie natiirlich Kennt-
nis, fiithlte mich aber ... durch den Mangel an Anschaulichkeit abge-
schreckt, um nicht zu sagen abgestofien.“*

Der Grund hierfiir ist offensichtlich: ,,Die Heisenbergsche Theorie kniipft die
Losung eines Problems der Quantenmechanik an die Auflésung eines Systems
von unendlich vielen algebraischen Gleichungen ... ¢ (Ebda., S.735). Schrodin-
gers Weg zeichnet sich durch die gréflere Anschaulichkeit einer Differentialglei-
chung gegeniiber unendlichdimensionalen Matrizengleichungen aus. Wahrend
die Matrizenmechanik eine ,,wahre Diskontinuumstheorie“ ist (Born & Jordan,
1925, S.879), bedeutet die Wellenmechanik , gerade umgekehrt von der klassi-
schen Mechanik aus einen Schritt auf die Kontinuumtheorie zu“ (Schrodinger,
a. a. 0.); die Ubergiinge zwischen verschiedenen stationiren Zustéinden sieht
Schrédinger als Schwebungen der Eigenschwingungen®.

Schrodinger hat die Klippen, die er bei der Schopfung der Wellenmechanik
zu umschiffen hatte, mit aulerordentlicher Klarheit beschrieben. Wir werden
vier der von ihm benannten Probleme 16sen. Doch zuné&chst skizzieren wir
seinen Zugang.

4.1 Schrédingers Ableitung der Wellengleichung

Denn es zeigt sich in allen Fallen der klassischen Dynamik, die ich bisher unter-
sucht habe, dass die Gleichung div grad ¢—u~28%*)/0t* die Quantenbedingungen
in sich trégt. Sie sondert in gewissen Fillen, und zwar in denjenigen, in denen
die Erfahrung dafiir spricht, selbsttéitig gewisse Frequenzen und Energieniveaus
als die fiir die stationdren Vorgédnge moglichen aus, ohne irgendeine weitere Zu-
satzannahme als die fiir eine physikalische Gréfle beinahe selbstverstédndliche
Anforderung an die Funktion v: dieselbe soll im ganzen Konfigurationenraum
eindeutig endlich und stetig sein.

(E. Schrodinger, Zweite Mitteilung, S.511)

4 Schrodinger, Uber das Verhiltnis der Born-Heisenberg-Jordanschen Quantenme-
chanik zu der meinen, S. 735, Fn.2.

5 Schrodinger, Erste Mitteilung, S.374ff.; Zweite Mitteilung, S.514; Dritte Mittei-
lung, S.465; Vierte Mitteilung, S.121f.
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Schrodinger sieht die Differenz zwischen klassischer und quantenmechanischer
Theorie anders als Heisenberg, er &uflert den ,,Verdacht, ... daff unsere klas-
sische Mechanik bei sehr kleinen Bahndimensionen ... versagt®, so dass es
gilt, ,eine ;undulatorische Mechanik* zu suchen.“ (Zweite Mitteilung, S. 496f.)
Diese Differenz stellt sich dar als das Verhéltnis zwischen einer ,,genaueren*
und einer ,,weniger genauen“ Theorie.

»2Man muss statt von den Grundgleichungen der Mechanik von ei-
ner Wellengleichung fiir den ¢-Raum ausgehen und die Mannigfaltig-
keit der nach ihr moglichen Vorgénge betrachten. Die Wellengleichung
wurde in dieser Mitteilung noch nicht explizite beniitzt und {iberhaupt
noch nicht aufgestellt. Das einzige Datum zu ihrer Aufstellung ist die
durch (6) oder (6°) als Funktion des mechanischen Energieparameters
bzw. der Frequenz gegebene Wellengeschwindigkeit und durch dieses
Datum ist die Wellengleichung nicht eindeutig festgelegt. Es ist gar
nicht ausgemacht, dass sie gerade von der zweiten Ordnung sein muss,
nur das Bestreben nach Einfachheit veranlafit dazu, es zunéchst einmal
damit zu versuchen. Man wird dann fiir die Wellenfunktion ansetzen

1
div grad i — ?@D =0 (4.1)
2mivt

giiltig fiir Vorgéinge, welche von der Zeit nur durch einen Faktor e
abhéingen.“ (S. 509f.)

Diese Gleichung hat den Vorzug, der ,,Wellennatur® der quantenmecha-
nischen Systeme entgegenzukommen, die nach de Broglie unabdingbar ist —
sie trigt aber den ebenso unabdingbaren Nachteil in sich, keinen Hinweis auf
ein , Wirkungsquantum® oder eine Grofle von der Dimension einer Wirkung
erkennbar werden zu lassen. Fine solche, wenn auch klassische, d. h. nicht-
gequantelte Grofe, stellt allerdings die Hamilton-Jacobische Theorie bereit.
Schrodinger kombiniert deshalb die Wellengleichung mit dieser Theorie.

Die System- und Zustandseigenschaften kénnen nur iiber die Phasenge-
schwindigkeit u in Gleichung (4.1) eingehen [sie kénnen auch in die Metrik
eingehen (vgl. Ebda., § 2), doch birgt dieser Fall physikalisch nichts Neues].
Diese muss deshalb eine Funktion von V' (z) und von E sein: u = u (E, V(x)).
Vor allem aber ist die Funktion ¥ — im Unterschied zu einer gew6hnlichen
klassischen Auslenkung — nicht unabhéngig von der Wellengleichung gegeben,
sondern wird durch diese erst ,,definiert“, so dass sie nicht nur von den Koordi-
naten und der Zeit, sondern auch von der Energie abhéngt: ¢ = ¢)g(x,t). Man
hat also nicht eine, sondern zwei unbekannte GroBen: Y g (z,t) und u (E, V(x)),
und kann dementsprechend zwei Félle unterscheiden:

1. u ist gegeben, 1 ist gesucht (direktes Problem);
2. 1) ist gegeben, u ist gesucht (inverses Problem).

Wenn weder u noch ¢ bekannt ist, handelt es sich um eine implizite Gleichung
fiir v und fiir ¢ (und gegebenenfalls auch fiir F).
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Schrodinger betrachtete das direkte Problem, nachdem er fiir v die Ge-
schwindigkeit der Flichen konstanter Wirkung nach Hamilton und Jacobi
verwendete. Wir wollen anhand des inversen Problems zeigen, dass sich die-
ses Ergebnis fiir u auch mit Hilfe der Helmholtzschen Uberlegungen ableiten
l&sst.

Dazu schreiben wir Gleichung (4.1) mit ¥ g(x,t) = ¥ g(z)e™! in der Form

-1 ¢Yp(r) 1
wp(r) 0z2 w2 (E,V(x)) (4.2)

Hier wechselt die linke Seite an den Wendepunkten der Funktion ¢g(x) das
Vorzeichen (da sie ,im ganzen Konfigurationenraum eindeutig endlich und
stetig sein“ soll, besitzt sie mindestens zwei Wendepunkte). Daher muss auch
u? als Funktion von 2 Vorzeichenwechsel besitzen; u ist also keine klassische
Geschwindigkeit, sondern eine Funktion der Differenz

E—V(z) (4.3)

Diese Differenz wurde bereits im § 3.3.4 diskutiert. Zum Schrédingerschen
Ausdruck gelangt man dann durch Dimensionsbetrachtungen.

Das heif3t, Schrodingers Annahme, dass das System durch eine Wellenglei-
chung beschrieben werden kann, reicht bereits aus, um die Eigenschaften der
Funktion w(E,x) zu erhalten; die Hamilton-Jacobische Gleichung ist sogar
entbehrlich.

Im Energiesatz fiir klassische Systeme tritt neben der Orts- die Impuls-
variable auf. In Gleichung (4.1) gibt es keine explizite Abhéingigkeit von der
Impulsvariablen. Das System wird hier allein durch die Gesamtenergie und die
potentielle Energie charakterisiert. Der Beziehung (4.3) lisst sich jedoch die
komplementéire Beziehung zwischen Gesamtenergie und kinetischer Energie
im Impulsraum gegeniiberstellen:

E-V() < E-T(p) (4.4)

Dementsprechend kénnen wir eine Ausbreitungsgeschwindigkeit im Impuls-
raum:

W(B,z) & w(Ep) (45)
und die zu Gleichung (4.2) komplementiire Helmholtz-Gleichung betrachten:

-1 *¢p(p) 1
Fonp) O R (ET() (4.6)

Tatséchlich wird in der Wellenmechanik die Bewegung im Phasenraum durch
Paare von Groflen und Beziehungen im Orts- und im Impulsraum dargestellt.

In der nachfolgenden Ableitung werden die Wurzeln dieser Eigentiimlichkeit
deutlich hervortreten.
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4.2 Quantisierung als Auswahlproblem 1.
Voraussetzungsfreie Ableitung der stationiren
Schrodinger-Gleichung

4.2.1 Problemstellung

Es ist offensichtlich, dass die Menge der physikalisch realisierbaren Bewegun-
gen bei weitem geringer ist als die Menge der geometrisch méglichen Verschie-
bungen (Leibnitz, 1695). Was sind die mathematischen und physikalischen
Auswahlkriterien fiir jene Menge?

Die allgemeinsten physikalischen Kriterien sind die Erhaltungsséitze. Viele
andere Kriterien sind zweigspezifisch. Zum Beispiel zeichnet das Prinzip der
kleinsten Wirkung genau eine Bahn aus der unendlichen Menge der geome-
trisch moglichen benachbarten Wege aus. In der Wellentheorie sondern die
Randbedingungen alle diejenigen Wellen aus, die ihnen nicht geniigen, auch
wenn sie dynamisch moglich sind (d. h. die Wellengleichung erfiillen).

Nach Einstein (1907) besitzen Quantensysteme eine ,geringere Anzahl®
von stationéiren Zustinden als klassische Systeme. Was ist das Auswahlkrite-
rium hierfiir, aufler der Kompatibilitdt mit der Planckschen Strahlungsformel?

Planck, Einstein und Bohr haben das Energiespektrum aus empirischen
Griinden auf die diskreten Werte n - hv (v — Schwingungsfrequenz eines Oszil-
lators) beziehungsweise —5hv (v — Umlauffrequenz eines Elektrons) begrenzt.
Durch die Bohr-Sommerfeldschen® Quantisierungsbedingungen (die anfing-
lich Zustandsbedingungen hieflen, siche Pauli, 1926, § 6) werden die Werte n-h
beziehungsweise (n + %) h (n ganzzahlig) des Wirkungsintegrals ¢ pdq ,aus-
gezeichnet“ (Heisenberg, 1977) beziehungsweise ,ausgewihlt® (Pauli, 1926;
Messiah, 1999, S.34).

Wegen dieser Diskretheit und weil ihr Minimum durch h festgelegt ist,
unterliegt die Wirkung — im Unterschied zur Klassischen Mechanik — nicht
einem Variationsprinzip.”

Tatséchlich besteht dieses Auswahlproblem aus zwei Teilen:

1. Das Auswahlproblem zwischen klassischen und nicht-klassischen mechani-
schen Systemen; wir werden es mit Hilfe der moglichen und unméglichen
Konfigurationen aus § 3.3.5 formulieren: dank dessen werden die Schwie-
rigkeiten vermieden, die bei der Benutzung von — in der Quantenmechanik
ja so nicht mehr vorhandenen — Bahnen auftreten.

2. Die (nicht-klassische) Auswahl der Quanten-Zusténde; wir werden sie mit
Hilfe von Rekursionsbeziehungen und des Energiesatzes formulieren: dank
dessen werden die Schwierigkeiten vermieden, die bei der Benutzung von
Wellenfunktionen auftreten, die als Losung eines klassischen (!) Eigen-
wertproblems berechnet wurden.

5 Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld (1868 — 1951), Atombau und Spektrallinien,
1919-29 (2 Bénde).
" Siehe auch Dirac, The Lagrangian in Quantum Mechanics, 1933.
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Diese Umformulierung der ,,Quantisierung als Eigenwertproblem* in , Quan-
tisierung als Auswahlproblem“ ermoéglicht es, die stationére Schroédinger-
Gleichung aus der Klassischen Mechanik durch eine zwanglose und eindeu-
tige Prozedur abzuleiten, wobei die Motivation zur Verallgemeinerung aus der
Klassischen Mechanik selbst kommt und die Axiomatik nur in ihrer Darstel-
lung verindert wird. Die nicht-stationére und die Viel-Teilchen-Gleichung wer-
den sich in dem gleichen Rahmen ergeben. Im Unterschied zum klassischen (!)
Eigenwertproblem kann das nicht-klassische Auswahlproblem formuliert und
gelost werden, ohne irgendwelche zusétzliche a-priori- Annahmen iiber die Na-
tur der Quantensysteme zu machen, wie den Welle-Teilchen-Dualismus, eine
zugrundeliegende Wellengleichung oder die Existenz des Planckschen Wir-
kungsquantums. Die Existenz eines solchen zusétzlichen Parameters — als ein-
zigem zuséatzlichen — tritt in diesem Zugang von selbst zutage.

Unsere Ausgangspunkte sind also der Newton-Eulersche Zustandsbegriff
(siehe §§ 3.1.1, 3.2.2) nebst den Eulerschen Prinzipien der Zustandserhaltung
und -verdnderung in ihrer Anwendung auf konservative Systeme (§§ 3.3.2,
3.4.2), Eulers Methode der Minima und Maxima (§ 3.3.5), der Energieerhal-
tungssatz (§ 3.3.1) sowie die Menge der moglichen (Impuls-)Konfigurationen
(§ 3.3.6).

4.2.2 Die Beziehung zwischen Klassischer
und Quantenmechanik als Auswahlproblem

We are faced here with the full force of the logical opposition between an
either — or (point mechanics)

and a
both — and (wave mechanics)

This would not matter much, if the old system were to be dropped entirely and
to be replaced by the new.

(E. Schrodinger, The fundamental idea of wave mechanics, 1933, S.315)

Die Frage nach der physikalischen Bedeutung des Energieerhaltungssatzes ist
zugleich eine Frage nach der physikalischen Bedeutung des Arbeitsvorrates
und seiner Darstellung als Lage- beziehungsweise Bewegungsenergie im nicht-
klassischen Fall. In der klassischen Mechanik wird er auf eine der moglichen
(Impuls-)Konfigurationen des Systems bezogen. Der Arbeitsvorrat ist gleich
der Lage- und der Gesamtenergie, wenn keine Umwandlung zugefithrter Arbeit
in Bewegungsenergie stattfindet. Betrachtet man beide Formen des Arbeits-
vorrates als gleichzeitig variierende Groflen, so gilt bei konstanter Gesamt-
energie AT = —AV: sie dndern sich nicht unabhéingig voneinander, sondern
gegenlaufig.

Betrachten wir dagegen die Beziehung zwischen Gesamt- und Lageenergie,
ohne auf diese gegenlidufige Abhéngigkeit Riicksicht zu nehmen, so kénnen wir
— zunéchst hypothetisch — Ungleichungen zwischen Gesamt- und Lageenergie
einerseits sowie zwischen Gesamt- und Bewegungsenergie andererseits auf-
stellen, die zu denen im § 3.3.6 komplementér sind. Wir werden danach die
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physikalischen Konsequenzen dieser alternativen Ungleichungen untersuchen
und hierbei einen Baustein fiir unseren Weg zur Quantenmechanik finden.

Helmholtz (1911, S.215) fiigte in Gleichung (3.40) beziehungsweise (3.41)
das Minuszeichen ein, weil die potentielle Energie V(z) eine direktere Be-
ziehung zum Arbeitsvorrat besitzt als die Wirksamkeit V(z) = —V(z). Es
widerspricht aber micht den Axiomen der Zustandserhaltung, wenn wir an-
stelle von T'(p) = F — V(z) oder E — T(p) = +V(x) (3.43) die Beziehung
E —T(p) = —V(x) setzen, wobei in beiden Féllen die Kraft K (z) = —VV (x)
sein soll.

Tatséchlich kann man statt der Newtonschen Bewegungsgleichung (3.5)
auch

Mi(t) = —F(a(t) (4.7)

postulieren, ohne in einen Widerspruch mit dem 1. und dem 3. Newtonschen
Axiom zu geraten. Analog zu dem obigen Vorgehen gelangt man in diesem
Fall zu der Beziehung T'(p) = +V () + const statt T'(p) = —V (x) + const. Das
Ergebnis ist eine Klassische, aber nicht-Newtonsche Mechanik, die frei von in-
neren logischen Widerspriichen, gleichwohl in unserer Welt nicht verwirklicht
ist.

In der Tat fiithrt die Bewegungsgleichung (4.7) zur Selbstbeschleunigung.
Zum Beispiel erhilt man fiir den linearen Oszillator mit dem Kraftgesetz (3.6)
die Ortskurve

1 1 1
t) == |z(0)+ —&(0) | e + = |2(0) — —&(0) | =" 4.8
ol6) = 5 [0 + 230)| 4 5 [a0) - Za(0)] < (1)
Wir stellen nun diese Alternativen als logische Beziehungen dar; deren Syn-
these wird sich als ein weiterer Schritt in Richtung Quantenmechanik heraus-
stellen.

Es gibt jeweils zwei einander ausschlieende Alternativen im Konfigurati-
ons- und im Impuls-Konfigurationsraum (ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit der weiteren Ausfithrungen sehen wir, um das Wesentliche deutlicher her-
vor zu kehren, im weiteren von den Bewegungsbeschréinkungen ab und setzen

Lagran Lagrang
Cm2§1?chge = Can, P, mgglihge = Pan):

1. Fiir alle méglichen Konfigurationen z gilt
E—-V(z)>0 (4.9)

Die Menge der moglichen Konfigurationen ist gleich der Leibniz-Menge im
Ortsraum (3.49):

Criglich = Craghien (£) (4.10)
Wir kénnen — wie im Energiesatz (3.43) —
1
E—V(z)=T(p) = —p* (4.11)

2M
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setzen. Wenn wir hier x und p mit der Zeit ¢ parametrisieren und nach
dieser differenzieren, erhalten wir —%—V@ FeE dm —i—%%. Dieser Fall
gehort offenbar zur Newtonschen Mechanik.

Fiir alle moglichen Konfigurationen x gilt

E-V(z)<0 (4.12)

Die Menge der moglichen Konfigurationen ist gleich der zur Menge (4.10)
komplementéren Menge:

Crmogiich = Can\Crisgticn (E) (4.13)
Hier kénnen wir
1
E-V(x)=-T{p =—— 4.14
(z) (p) = =537 (4.14)
setzen. Wenn wir erneut « und p mit der Zeit parametrisieren und nach
dieser differenzieren, erhalten wir —%—Z‘fl—f = F‘fl—f = —%%. Dies bedeutet

entweder p = —M 1 oder dp = — F'dt. Dieser Fall gehort zur der Klassischen
nicht-Newtonschen Mechanik (4.7).
Fiir alle moglichen Impuls-Konfigurationen p gilt

E—T(p) >0 (4.15)

(diesen Fall hatte Helmholtz betrachtet, siehe § 3.3.4).
Die Menge der moglichen Impuls-Konfigurationen ist gleich der Leibniz-
Menge im Impulsraum (3.50):

Prsglieh = Prggii(E) (4.16)
Hier konnen wir
E—-T(p) =V (z) — Viin (4.17)

setzen, wie im Energiesatz (3.43). Dieser Fall gehort offenbar ebenfalls zur
Newtonschen Mechanik.

. Fiir alle moglichen Impuls-Konfigurationen p gilt

E—-T(p) <0 (4.18)
Hier kénnen wir
E—T(p) = —[V(2) = Vinin] (4.19)

setzen. Die Menge der moglichen Impuls-Konfigurationen ist gleich der zur
Menge (4.16) komplementiiren Menge:

Prsglich = Pan\ P (E) (4.20)

Dieser Fall gehort offenbar zur der Klassischen, nicht-Newtonschen Mecha-
nik von Fall 2 (mit E|Fall 4 = _E|Fa11 2).
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Wir wollen jetzt auf unsere Frage aus dem § 3.3.6 zuriickkommen, ob es Sys-
teme gibt, in denen die Menge der méglichen (Impuls-)Konfigurationen nicht
durch die Existenz einer energetischen Erhaltungsgréfie eingeschrankt wird.
Dazu miissen offenbar beide Ungleichungen: (4.9) UND (4.12) bzw. (4.15) UND
(4.18), moglich sein — wobei der Widerspruch zwischen den jeweiligen Paaren
durch eine neue, nichtklassische Darstellung der Energie aufzuheben sein wird.

Um dieser Synthese ndher zu kommen, besinnen wir uns auf das logische
Verhéltnis der Eulerschen Axiome E1 und E2 zueinander. Es gibt je drei lo-
gisch mogliche Fille fiir die Giiltigkeit der obigen Ungleichungen; wir beginnen
mit denen im Impuls-Konfigurationsraum, weil Helmholtz von der lebendigen
Kraft 27(p) ausgegangen ist (siehe § 3.3.1).

1) Helmholtzsche Bedingung fiir die Definition klassischer Gréfen:
Die Differenz E — T'(p) ist semi-definit.

Das heift, fiir alle moglichen Impuls-Konfigurationen im Zustand F gilt
ENTWEDER FE —T(p) >0 ODER FE—T(p) <0

Die Menge aller im Zustand F moglichen Impuls-Konfigurationen ist

Leibniz
moglich

ENTWEDER Pmt')glich = ODER Pmt')glich = Pa”\PLeibniz

moglich

Mit anderen Worten,

ENTWEDER p|E7T(p)20 € Puoglich ODER p|E7T(p)§0 € Pusglich

Diese Alternativen gehoren zu den obigen Fillen 3 und 4.
2) Helmholtzsche Bedingung fiir die Definition nichtklassischer
Groflen: Die Differenz E — T'(p) ist indefinit.

Das heif3t, beide Ungleichungen,
E-T(p)>0 uND E-T(p)<0

sind fiir die moglichen Impuls-Konfigurationen im Zustand E zugelassen.
Die Menge aller im Zustand E moglichen Impuls-Konfigurationen ist die
Vereinigungsmenge von PLeibniz( By ynd P\ PLeibniz(g).

moglich moglich
PlE—T1)>0 € Pusglich UND  p|p_1(p)<o € Pmaglich

Das heifit,

o Loibni
Prsgtion = PE 0 (Pa\PLsii) = Py

Wie wir am Anfang dieses Paragrafen gesehen haben, sind die im Gebiet

Prl;lilg‘ﬁ?clﬁ mit £ — T(p) > 0 geltenden kl&m.ssi'schen dynamischen Gesetze

inkompatibel zu denen im Gebiet Pan\RI;g‘gbl?clﬁ, wo E — T(p) < 0 ist. Das

heifit, es gibt kein einheitliches Kraftgesetz, das in beiden Gebieten eine

duflere Einwirkung in Form einer klassischen Kraft mit dem klassischen

Impuls verbindet.
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Nichtmechanische Bedingung: Es ist
WEDER FE —T(p)>0 n~Nocu FE—-T(p)<0

fir irgendeine Impuls-Konfiguration im Zustand E. Wegen Ppsglich = 0
ldsst sich tiberhaupt keine Mechanik durchfithren, weshalb wir diesen Fall
nicht weiter beachten wollen.

Die drei hierzu komplementéren Félle im Konfigurationsraum lauten wie folgt.

1)

Komplementire Helmholtzsche Bedingung fiir die Definition
klassischer Grolien: Die Differenz E — V(x) ist semi-definit.

Das heif3t, fiir alle moglichen Konfigurationen im Zustand E gilt
ENTWEDER FE —V(z)>0 ODER E—V(x)<0
Die Menge aller im Zustand E moglichen Konfigurationen ist

ENTWEDER  Chysglich = Chai%  0DER  Crnsglich = Can\Casioni

moglich moglich

Mit anderen Worten,
ENTWEDER w‘E*V(I)ZO S Cmt')glich ODERZC|E7\/(I)§O S Cm'dglich

Diese Alternativen gehoren zu den obigen Fillen 1 und 2.
Komplementire Helmholtzsche Bedingung fiir die Definition
nichtklassischer Groflen: Die Differenz E — V(z) ist indefinit.

Das heif3t, beide Ungleichungen,
E—-V(z)>0 uNnD E-V(z)<0

sind fiir die moglichen Konfigurationen im Zustand E zugelassen. Die
Menge aller im Zustand F moglichen Konfigurationen ist die Vereinigungs-
menge von CLeibniz (B ynd Oy \CLeibniz (py.

moglich moglich
T|E_v(2)>0 € Cmoglich UND  Z|g_vy(z)<0 € Cmaglich

Mit anderen Worten,

Leibniz Leibniz
Crsglich = Crigglich U (Call\c ) = Can

moglich

Nun sind die im Gebiet CLEDM? mit E — V(x) > 0 geltenden klassischen
dynamischen Gesetze mit denen im Gebiet Co\CLaRRT: mit E—V (z) <0
nicht vertriglich (vergleiche die Diskussion zur Bedingung 2). Das heifit
erneut, dass es kein einheitliches Kraftgesetz gibt, das in beiden Gebieten
eine duBere Einwirkung in Form einer klassischen Kraft mit dem klas-
sischen Impuls verbindet. Zustands- und Bewegungsgleichungen fiir das
Gesamtgebiet, Cay (Pan), miissen deshalb die duflere Einwirkung auf ein
System auf eine neue Weise, das heifit auch, mit neuen (nichtklassischen)
Groflen beschreiben.
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3’) Komplementire Nichtmechanische Bedingung: Es ist
WEDER FE —V(z)>0 NocH E-—V(x)<0

fiir irgendeine Konfiguration im Zustand F.
Wegen Cpsglich = 0 lisst sich — wie unter der Bedingung 3 — iiberhaupt
keine Mechanik durchfiihren.

Diese sechs Bedingungen entsprechen der folgenden Hierarchie von Auswahl-
problemen:

1. Das zwischen Newtonscher klassischer Mechanik mit V (z(t)) +T (p(t)) =
const und nicht-Newtonscher klassischer Mechanik mit V (z(t)) —
T (p(t)) = const;

2. Das zwischen klassischer (ENTWEDER — ODER) und nichtklassischer Me-
chanik (UND);

3. Das zwischen Mechanik (Bedingungen 1 ... 2') und Nicht-Mechanik (Be-
dingungen 3/3’).

Es kénnen mithin alternative Definitionen der Menge der méglichen (Impuls-)
Konfigurationen aufgestellt werden, ohne in Konflikt mit der Eulerschen Axio-
matik zu kommen. Die logische Beziehung in den Auswahlproblemen (XOR) ist
die gleiche wie die zwischen den Eulerschen Axiomen E1 and E2 (siehe Axiom
EO im § 3.2.2). Daraus schlieen wir, dass auch diese Alternativen einander
ausschliefen und zugleich bedingen, auf ihre Weise ,,in Harmonie zueinander®
sind.

Das erste Auswahlproblem kann mit Hilfe des Energiesatzes (Nicht-Exis-
tenz des perpetuum mobile) entschieden werden.

Das zweite Auswahlproblem wurde von Schrédinger 1933 diskutiert (siehe
Zitat am Anfang dieses Paragrafen). Es ist eine Verallgemeinerung der Bohr-
Heisenbergschen Komplementaritéit (Bohr, 1927; v. Weizsiicker, 1955) zwi-
schen Klassischer und Quantenmechanik auf die zwischen Klassischer und
Nichtklassischer Mechanik.

4.2.3 Systeme mit unbeschrinkten (Impuls-)Konfigurationen

Wir haben zwei eng miteinander verbundene Stellen herausgearbeitet, an de-
nen eine natiirliche und axiomatisch-deduktive Modifizierung der Klassischen
Mechanik (vergleiche die Bedingungen 2/2’ oben) angezeigt wird.

Stelle 1: Aufthebung der Aufteilung der Menge der (Impuls-)Konfigurati-

onen in mdogliche und unmégliche: C’r];l‘;‘)‘gl?clfl( E) L O (Bedingung 2'),
ibni ! .
PLeRE(E) = Pan (Bedingung 2).

Stelle 2: Darstellung der Gesamtenergie F und der Ausdehnung als interne
Parameter fiir alle stationiiren Zustinde (alle moglichen E-Werte®), nicht
nur fiir den Zustand der Ruhe (F = Viyin).

8 Da jedes System einen Grundzustand besitzt (siehe § 3.3.1), ist fiir jedes System
die Menge der moglichen Energiewerte weiterhin nach unten begrenzt.
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Die nichtklassischen Bedingungen 2/2’ unterscheiden sich grundlegend von
den klassischen Bedingungen 1/1’:

1. Es gibt keine eindeutige, punktweise algebraische Beziehung wie V' (z) +
T(p) = const zwischen den Orts- und Impuls-Koordinaten; dies sollte
tiefgreifende Konsequenzen fiir die Bewegung derartiger Systeme zeitigen.

2. Die Koordinaten Ty /max UNd Pyin /max, die die Grenzen eines Sys-
tems anzeigen, bestimmen sich nicht aus den Ausdriicken £ — V(z) und
E — T(p), weil diese nicht (semi-)definit sind. Ebenso ist die Funktion
V(z) [T'(p)] nicht linger der Beitrag der (Impuls-)Konfiguration = (p) zur
Gesamtenergie F, weil sie im Gebiet Cyy) [Pay] unbegrenzt ist. Die Energie
sollte aber weiterhin aus z- und aus p-abhéngigen Ausdriicken zusammen-
gesetzt sein, da sich andernfalls die Anzahl der Freiheitsgrade verringern
wiirde.

Beide Unterschiede sind miteinander verbunden und beide bedingen, dass

A) alle (Impuls-)Konfigurationen gleichzeitig betrachtet werden miissen und
— im Unterschied zur punktweisen algebraischen Beziehung im klassischen
Fall — alle Konfigurationen mit allen Impuls-Konfigurationen verbunden
sind (und umgekehrt);

B) neue Grofilen notwendig sind, um die Ausdehnung eines Systems im
(Impuls-)Konfigurationsraum und ihre Beziehung zur Gesamtenergie zu
beschreiben; es ist zu vermuten, dass diese Groen Funktionen von x be-
ziehungsweise p sind, wobei die Koordinaten ihrer Extremwerte die Rolle
VOIl Tmin / max und prin / max spielen.

Fiir die unter B erwiihnten Funktionen schreiben wir Vi(z) und T (p).
Fiir die Energie muss eine neue, nichtklassische Darstellung FE,y konstruiert
werden, die Vyg(x) und Ty (p) enthélt.

Wenn die Grenzen eines Systems im Unendlichen liegen, kann man natiir-
lich hochstens iiber seine effektiven Ausdehnungen im Orts- und im Impuls-
raum sprechen, vergleichbar mit der Linienbreite einer Absorptionskurve; wir
werden diese Ausdehnungen mit #2! und p2k! bezeichnen. Sie sind die Koor-
dinaten der Maxima der Funktionen Vi (z) und Tha(p): max  Via(z) =

—oo<x<+00
Vi (22K, max  Tha(p) = Taa(p"kl,). Analog zum klassischen Fall
—oo<p<+oo
sollen zu jeder geordneten Menge En,1 < Fnke < --- geordnete Men-
gen x?nkalx,l < x?nkalxﬂ < -+ mit Vnk](znmk;x,l) < Vnkl(‘rnmli‘llx,Q) < - und
Pitaxa < Phixz < mit Tua(Phox) < Toa(Phax) < -+ gehdren. Um

dieser Forderung zu geniigen, miissen die nichtklassischen Funktionen V()
und Ty (p) in den Gebieten C,yy bzw. Puy begrenzt sein und die Werte a2kl
und p2kl und folglich die Funktionen Vi (z) und Ty (p) (parametrisch) von
der Energie abhéngen.

Die ,,Harmonie“ zwischen den klassischen und den nicht-klassischen Funk-
tionen ist am einfachsten dadurch gewéhrleistet, dass letztere jene enthalten.
Damit letztere Extremwerte besitzen, multiplizieren wir jene mit dimensions-

losen begrenzenden Faktoren Fg, , bzw. Gg, ,, derart, dass
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Vnkl(x) = VEnkl (CL‘) = FEnkl (LL'/:L‘()) . V(.Z‘) < Enk1§ x e Call (421)

T (p) = Ty (p) = GEoy (0/P0) - T(p) < Ena; p € P (4.22)

gilt. o und pg sind Bezugsgréflen, die aus den Systemparametern zu bilden
sind, um die Faktoren Fg_,, und Gg,,, dimensionslos zu machen. Die Forde-
rung Vg, () < Enu, Tg,,, (p) < Eng erwichst daraus, dass, wenn alle Orts-
mit allen Impuls-Konfigurationen zusammenhéngen, es keinen Kompensati-
onsmechanismus zwischen z- und p-abhéngigen Gliedern gibt.

Additive Zusatzglieder zu den klassischen Funktionen wiirden zuséitzli-
che Arbeitsvorrite des Systems definieren. Die Produkte beschreiben dagegen
lediglich Modifikationen beziiglich der (Impuls-)Konfigurationen, wobei das
System Oszillator weiterhin durch die Systemparameter Masse, Potenzialkon-
stante und Energie definiert wird.

Die Existenz der Bezugsgréfien zy und py bedeutet, dass — im Unterschied
zum klassischen Fall — jedes nichtklassische System der hier untersuchten Art
einen charakteristischen Langen- und einen charakteristischen Impulsparame-
ter besitzt.

Die Funktionen Fg,,, (z/zo) und Gg,,, (p/po) sind im folgenden zu finden.

4.2.4 Die nichtklassische Darstellung der Energie

L1 ist eine Art Gewichtsfunktion im Konfigurationenraum des Systems. Die
wellenmechanische Konfiguration des Systems ist eine Superposition vieler,
streng genommen aller, kinematisch moglichen punktmechanischen Konfigura-
tionen. Dabei steuert jede punktmechanische Konfiguration mit einem gewissen
Gewicht zur wahren wellenmechanischen Konfiguration bei, welches Gewicht
eben durch 1) gegeben ist.“

(E. Schrédinger, 19267)

Da nach dem im vorangegangenen Paragraphen gesagten alle (Impuls-)Konfi-
gurationen gleichzeitig beriicksichtigt werden miissen, ergibt sich die Gesamt-
energie aus der Integration iiber Ty (p) und Vi (x):

T G o) T)dp [ Fi (/o) V()i

Eog = Too + (423)

f GEua (p/pO) dp jfooFEnkl ($/$0) dx

— 00

Die Ausdriicke im Nenner wurden aus Dimensionsgriinden hinzugefiigt (Fg,,,
und Gg,,, sind dimensionslos). Das ist der nicht-klassische Ausdruck fir
die Gesamtenergie eines nicht-klassischen mechanischen Systems. Er enthélt
keine externen Parameter (es sei daran erinnert, dass auch in der Bohrschen

9 Vierte Mitteilung, S.135 (Hervorhebungen im Originaltext).
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Theorie Energie und Ausdehnung der stationdren Zustédnde als interne Para-
meter definiert sind).

Wir nehmen hier der Einfachheit halber an, dass alle Integrale existieren.
Spéater werden wir uns von dieser Einschrankung befreien.

Im Unterschied zur klassischen ist die nichtklassische Darstellung (4.23)
keine Vorschrift zur Berechnung der Energie, denn ihre rechte Seite hingt
ebenfalls von der Energie ab: es handelt sich um eine implizite Gleichung fiir
die Energie. Jedoch konnen alle in Frage kommenden Gréflen: die Energie
sowie die Funktionen Ffg, , und Gg,,,, berechnet werden, wenn man beriick-
sichtigt, dass letztere nicht unabhingig voneinander sind, da beide von Eyj
abhingen und zu jedem Wert der Energie paarweise auftreten.

Die Funktionen Fg ,, und Gg,,, konnen nicht nur als Begrenzungs-, son-
dern auch als Gewichtsfunktionen fiir die Beitréige der einzelnen (Impuls-)
Konfigurationen zur Gesamtenergie angesehen werden (vgl. Zitat am Anfang
dieses Paragraphen). Man darf die Gewichtung aber nicht isoliert betrachten,
weil man andernfalls fiir diese Einzelbeitrige wieder V(x) bzw. T'(p) erhielte.

Man erhélt aus der nichtklassischen Darstellung (4.23) die klassische Dar-
stellung,

B =V(x)+T(p); z==2(), p=pt)=Mi) (4.24)

wenn man die Menge der méglichen (Impuls-)Konfigurationen auf die der
klassischen Bahn: x = z(t), p = p(t), beschrénkt:

Fpa () = 208 (x —2(t);  Gpa(p) = pod (p—p(t)) (4.25)

Dies bedeutet jedoch keinen Grenziibergang, denn die Extremwerte der Delta-
Funktionen lassen sich nicht mit den Mitteln der klassischen Analysis berech-
nen und bestimmen deshalb keine Ausdehnungen (vgl. § 3.3.5). Den nicht-
klassischen Beziehungen (4.21) f. entsprechen vielmehr die klassischen Bezie-
hungen

VEu (1‘) =Fg, (Ji/xo) . V(x) < FExy; z € Can (4.26)
und
TEa(p) =GRy, (p/po) - T(p) < Exi; p € Pan (4.27)

mit den klassischen Begrenzungsfunktionen

Py (ofz0) = { o} fur 2 {5} Claitiz(e) (1.28)

bzw.

Ge o) ={ o} 1o »{ 5} PieE) (1.20)
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Um die oben begriindete ,,Harmonie“ mit der Klassischen Mechanik zu erhal-
ten, insbesondere die Beziehung zwischen Energie und Ausdehnung vermit-
tels geordneter Mengen, diirfen die Faktoren Fg_,, (x) und G, (p) nicht die
Vorzeichen der nichtklassischen Funktionen Vg, (z) und Tg,,, (p) gegeniiber
denen der klassischen Funktionen V' (z) und T'(p) &ndern; sie sind daher nicht-
negativ.

Um die nachfolgenden Rechnungen von dieser Bedingung zu befreien
(,je weniger Forderungen, umso besser®), setzen wirl® Fg  (z/x9) =

|f B (x/x0)|2, GEg... (p/Po) = 9B (p/po)|2 und erhalten (ab sofort lassen
wir den Index nkl fort)

5 0lp0) 95 /) TG [ (e 20) Fs o) V(@)

E= +oo + +oo
I g& (p/po) & (p/po) dp 7f fe (x/x0) fE (x/x0) d

— 00

(4.30)

Die Strukturen des Systems im Orts- und im Impulsraum werden jetzt durch
die Funktionen fr und gg beschrieben. Man kann sie im oben genannten
Sinne als Begrenzungs- oder Gewichtsamplituden ansehen.

Nun, da die Funktionen fg und g von demselben Parameter F abhéngen,
muss zwischen ihnen eine gewisse funktionale Beziehung bestehen. Diese er-
setzt offenbar die klassische algebraische Verkniipfung der Konfigurationen
mit den Impuls-Konfigurationen Fiir sie kommt deshalb nur eine Integral-
transformation in Frage.!! Sie muss den folgenden Bedingungen geniigen:

— Der Argumentbereich umfasst fiir beide Variablen die gesamte reelle Achse:
—00 < & < 400, —00 < p < 400; dadurch scheiden einseitige Transforma-
tionen und Transformationen in der komplexen Ebene aus;

— Die Transformierte einer Begrenzungsfunktion (das sei eine Funktion, die
ihr absolutes Minimum oder Maximum im Endlichen besitzt) ist wieder
eine Begrenzungsfunktion;

— Die Integrale in Gleichung (4.30) existieren; dadurch scheidet die Hilbert-
Transformation (Zwillinger, 1992, Tab.74) aus;

— Im Grenzfall V. — 0 ist |fg,,, (x/zo)| = const und beschreibt gg,,, (p/po)
ein Teilchen mit definiertem Impuls (hierbei ist das zweite Glied auf der
rechten Seite von Gleichung (4.30) natiirlich fortzulassen); dadurch scheidet
die Hartley-Transformation (Ebda.) aus.

10 Im § 4.3.6 werden wir sehen, dass mit reellwertigen Funktionen f und g nicht aus-

zukommen ist. Letztere wiirden fiir die innere Bewegung eines Systems lediglich
den Vorzeichenwechsel dieser Funktionen erlauben (vgl. Duck, 2003, S.4).

Auch die Kramers-Kronig-Relationen (Kramers, 1927; Kronig, 1926) zwischen
Real- und Imaginérteil linearer Response-Funktionen wie der dielektrischen Sus-
zeptibilitdt sind Integraltransformationen zwischen zwei korrelierten Gréflen als
Konsequenz einer einfachen, aber grundlegenden Beziehung, hier des Kausa-
litdtsprinzips (Landau & Lifschitz, Statistische Physik, 1971, S.425).

11
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Die Fourier-Transformation'? geniigt der Gesamtheit dieser Forderungen, des-
halb setzen wir

fi (@ /0) = f / ‘wogm/po)jj—f (4.31)

de (4.32)

gE (p/po) = \ﬁ / ¢'70%0 f 3?/300)

Den Normierungsfaktor (27r)71 haben wir symmetrisch zwischen Hin- und
Riicktransformation aufgeteilt, damit die Transformation bis auf die Normie-
rungsvolumina unitér ist (Parseval-Theorem; Nolting, Quantenmechanik, §
2.2.4):

/\fE (/z0)|* = /|9E (p/po)l pj (4.33)

Damit ihre Fourier-Transformierten existieren, miissen die Funktionen
fE (x/x0) und gg (p/po) absolut-integrabel sein:

+oo +oo
/ \fe (/o) i < oo / 192 (p/po)| dp < o0 (4.34)

(auf Modifikationen fiir ungebundene Zustinde werden wir zu gegebener Zeit
hinweisen). Als Fourier-Transformierte besitzen sie auerdem folgende Eigen-
schaften:

— Sie sind kontinuierlich und auf der gesamten reellen Achse beschriankt:

+o00 +oo
9 (P/P0)|S_/ fe (a:/xowj—j; fe <x/xo>|s_/ 95 <p/po>|jf—f (4.35)

— Sie verschwinden im Unendlichen:

fB(=00) = fE(+00) = 0;  gu(—00) = gr(+00) =0 (4.36)

12 Jean-Baptiste Joseph Baron de Fourier (1768-1830), La Théorie Analytique de
la Chaleur, 1922, Kap. IX. — Die Vorzeichenwahl im Exponenten ist willkiirlich
und erfolgt entsprechend den Vorzeichen in den Gleichungen, die weiter unten
diskutiert werden.
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Schrodinger hatte das Verschwinden der Wellenfunktion im Unendlichen da-
durch begriindet, dass sie sich auf ein System im Endlichen beziehen moge.
Thre Rolle als Begrenzungsamplitude konkretisiert diese Begriindung. Die
Randbedingungen werden hier trotzdem nicht ,,eingeschleppt®, denn wir wer-
den uns weiter unten von ihnen befreien.

Wenn die Funktionen fg(z) und gg(p) n-mal stetig differenzierbar und
die n-ten Ableitungen absolut-integrabel sind, gelten die folgenden Entspre-
chungen zwischen Orts- und Impulsraum:

(ZVF(2) o (i )ig(L);
(Z)ig(L) e (—izo) ()

In den Transformationsgleichungen (4.31) f. tritt aus Dimensionsgriinden
der positiv-reellwertige Parameter @ = xopg von der Dimension einer Wir-
kung auf. Er héngt offensichtlich nicht von den Koordinaten x und p oder
den Funktionen fg(z) und gg(p) ab. Damit geht er als neuer, universeller
Parameter in die Theorie ein.

Mit Hilfe der Entsprechungen (4.37) kénnen wir die Funktion fg(x) und
gr(p) aus der Darstellung (4.30) eliminieren [wir nehmen dabei an, dass die
Funktion V(x) in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar ist] und erhalten
drei dquivalente Ausdriicke (die hierzu nétigen Rechenschritte empfehlen wir
selbstdndig durchzufiihren; wir unterdriicken im folgenden auch xy und pg, wo
dies nicht zu Unklarheiten fiihrt):

j=1-n (4.37)

a) die Standard-Form,

oo 2
J Je(@) V(@) - 557 x| fulw)de

E = —
[ fe(@)fe(z)de
o o (4.38)
J 9s@) [V (lad%) + T(p)} gr(p)dp
T e w)aswiar
b) die symmetrische Form,
T |v@lss@r + g | 252 ] ao
E=2"2= = (4.39)
_f fe (@) fe(z)de

sowie
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¢) die zur Standard-Form (4.38) komplex-konjugierte Form,

00 s w1
_{O fe(z) [V(x) — ;—M#} fe(z)ds

' o) fo(w)dr
. (4.40)
[ 95 |V(—iag) + T(0)| e p)dp

+o00
J 98(P)ge(p)dp

Konstruktionsgeméf sind die Energiewerte F nach unten begrenzt, wie es der
Energiesatz verlangt (siehe § 3.3.1). Zudem kénnen wir aus der Formel (4.39)
bereits die wesentliche Schlussfolgerung ziehen, dass die Gesamtenergie stets
grofler als das Minimum der potentiellen Energie ist:

E > Vigin (4.41)

Das heifit, ein solches nichtklassisches System besitzt keinen klassischen Zu-
stand der Ruhe (F = Viuin). Das ist auch nicht weiter verwunderlich, denn in
diesem Zustand ist eine einzige Konfiguration (z = Zi,) mit einer einzigen
Impuls-Konfiguration verbunden (p = pmin = 0). Diese punktweise Zuord-
nung wiirde der oben begriindeten Verkniipfung aller Konfigurationen mit
allen Impuls-Konfigurationen widersprechen.
In den R&umen der Funktionen fg(z) bzw. gg(p) mit den Eigenschaften
(4.34) definieren wir die Operatoren
H(z) = @ & A = Vel T 4.42
@ 5 V@ =gz @) 5 Vo) +Th) (442
Sie heiflen nach ihrer Abstammung aus der klassischen Hamilton-Funktion
H (x(t), p(t)) Hamilton-Operator (kurz: Hamiltonian) in der Orts- bzw. Im-
puls-Darstellung. Mit ihrer Hilfe schreiben wir fiir die Energie kiirzer

T @@ fe@de [ g0 Ep)gsm)dp
E = ‘°°+Oo = ‘°°+Oo (4.43)
7[ fe() fe(z)de 7f Ge(p)ge(p)dp

4.2.5 Die stationire Schrédinger-Gleichung

Die beiden Darstellungen (4.43) der Energie lassen sich wie folgt umformen:

+o0
/ Fitw) [ (@) ~ B] fu(a)iz =0 (4.44)
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bzw.
+oo
[ 920) [f10) - E] gs iy =0 (1.45)

—00

Es ist nun naheliegend, die Erfiillung dieser Gleichungen durch die Forderun-
gen

[H’(x) - E} fo(@) =0 (4.46)
bzw.
A1 (p) — E] gp(p) = 0 (4.47)

zu garantieren. Tatséchlich sind diese Forderungen zumindest fiir den Grund-
zustand erfiillt. Gleichung (4.46) ist ndmlich die Eulersche Gleichung des Va-
riationsproblems [vergleiche Formel (4.39)]

+0o0 2 e
T r@lits@r + g [ 252 ] ao

— = Minimum (4.48)
| |fe@)de

Die Existenz dieses Minimums folgt aus der Existenz eines Grundzustandes
(siehe § 3.3.1).13 Analog zum klassisch-mechanischen Variationsproblem (3.14)
erfolgt die Variation iiber alle Funktionen fg(x), die zur Losung der Gleichung
(4.46) infinitesimal benachbart sind und dieselben Randbedingungen wie diese
erfiillen; die bei der Variation unterstellten Funktionen sind wvirtuelle Wellen-
funktionen, da sie selbst der Gleichung (4.46) nicht geniigen.

Der direkten Anwendung der Variationsrechnung steht allerdings die fol-
gende Uberlegung entgegen. Wihrend jeder einzelne Punkt der klassischen
virtuellen Bahnen ein moglicher Anfangswert fiir einen stationédren Zustand
ist, sind die virtuellen Wellenfunktionen keine méoglichen Anfangsfunktionen
fiir stationére Zustdnde. Wir werden deshalb die Giiltigkeit der Gleichungen
(4.46) f. auf alle Zustinde mit der Begriindung ausdehnen, dass man hier-
durch von den Randbedingungen (4.36) unabhingig wird, da dann die linke
Gleichung (4.43) durch die Formel

+R _ R
J fe(@)H(z)fp(z)dz
E= lim == (4.49)
7{% fe(2)fe(z)de

13 Fiir den mathematischen Existenzbeweis sieche Gould, Variational Methods for
Eigenvalue Problems, 1957, § 111.9.
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ersetzt werden kann. Diese Unabhéngigkeit ist notwendig, weil man keine Be-
schriankung der effektiven Ausdehnung eines Systems im Zustand F im Konfi-
gurationsraum erwartet, wenn das entsprechende klassische System in dessen
Zustand E unbegrenzt ist (ungebundene Zustéinde). Das wird am Beispiel des
freien Teilchens im § 4.3.6 noch deutlicher werden.

Die Ausdehnung der Giiltigkeit der Gleichungen (4.46) und (4.47) auf alle
Zusténde entspricht dem Schrodingerschen Ziel nach allgemeinen und ein-
heitlichen Verdinderungsgesetzen fiir die Wellenfunktionen ( Vierte Mitteilung,
S.109).

Die Gleichungen (4.46) und (4.47) entsprechen der stationdren Schrodinger-
Gleichung in der Orts- beziehungsweise Impulsdarstellung, beide Darstellun-
gen wurden hier in symmetrischer, mithin gleichberechtigter Weise abgeleitet:

a? d®fp(x) B
oM dez V(z)fe(z) = Efe(z) (4.50)
bzw.
Vo )ge(®) + 2795 (0) = Egr(y) (451)

Wir identifizieren daher fg(z/x0) = /Zo¥e(x) und ge(p/po) = /PodE(p).
Beide Gleichungen sind konstruktionsgemifl die Fourier-Transformierten von-
einander. Entsprechende Gleichungen gelten fiir die kongugiert-komplexen
Funktionen fg(z/x0) = /ZoYp(z) und gg(p/po) = \/PodE(p).-

Die Wellenfunktion ¢ g(x) wird iiblicherweise ,,auf Eins normiert*:

[ vE (z)|* dz = 1. Den Wert o = h werden wir aus dem Energiespektrum des
harmonischen Oszillators erhalten.

Bemerkenswert ist, dass die klassischen Funktionen V(z) und T'(p) in
jeweils einer der beiden Darstellungen unverédndert erhalten bleiben. Diese
Beziehung zur Klassischen Mechanik kédme nicht so deutlich zum Vorschein,
wenn man nur die von Schrodinger abgeleitete Gleichung im Ortsraum und
nicht die Gleichungen im Orts- und im Impulsraum gemeinsam betrachtete.
Es sei aber noch einmal betont, dass diese Funktionen nicht mehr die Lage-
beziehungsweise Bewegungsenergie beschreiben — andernfalls missdeutet man
den Tunneleffekt'# als Eindringen in eine klassische (!) Barriere, die fiir ein
Quantenteilchen natiirlich nicht vorhanden ist.

Die Gleichungen (4.50) f. fiir sich genommen, das heifit unabhéngig von
zusétzlichen Bedingungen wie die Randbedingungen (4.36), besitzen unend-
lich viele Losungen, und zwar je zwei fiir das gesamte Kontinuum von Ener-
giewerten: —oo < E < +o0. Die physikalisch realisierbaren Losungen miissen
durch Zusatzbedingungen ,,ausgesondert® werden. Das wird im folgenden Ab-
schnitt auf eine neuartige Weise geschehen.

¥ Hund, Zur Deutung der Molekelspektren, 1927; Nordheim, Zur Theorie der ther-
mischen Emission und der Reflexion von Elektronen an Metallen, 1927.
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4.3 Quantisierung als Auswahlproblem II.
Eine nicht klassische Methode zur Losung
der stationidren Schrodinger-Gleichung

Die mathematische Losungsmannigfaltigkeit einer Differentialgleichung der
Physik enthélt die physikalischen und die nicht-physikalischen Losungen. Letz-
tere sind oft fiir gewisse Parameterwerte oder Koordinatenwerte divergent und
werden deshalb verworfen. Fiir die Differentialgleichungen (4.50) f. fordert
man iiblicherweise die Erfiillung der Randbedingungen (4.36) und behandelt
sie nach Schrodinger als Eigenwertproblem. Der Vorteil dieser Methode be-
steht darin, dass der gut ausgebaute und bereits von der Klassischen Physik
her bekannte Apparat der Differentialgleichungen (Rayleigh, 1945) benutzt
werden kann. Thr Nachteil besteht darin, dass hierdurch die physikalischen
Unterschiede zwischen der quantenmechanischen Diskretisierung der Energie-
werte und der klassischen Diskretisierung der Frequenzwerte verwischt wer-
den.

Schrodinger selbst verweist auf das ,mathematisch vollig analoge Pro-
blem der freien Schwingungen von Saiten und Membranen* ( Vierte Mittei-
lung, S.175) und erkennt, dass seine Ableitung nicht zwischen Frequenz- und
Energie-Diskretisierung unterscheiden kann (Zweite Mitteilung, S.511).

Wir werden deshalb in diesem Abschnitt eine vollig neue Losungsmethode
vorstellen, die diese Nachteile nicht besitzt, sondern der Schrédingerschen For-
derung (FEbda., S.513) nach einer nichtklassischen Losungsmethodik geniigt.
Mit Hilfe der Whittakerschen Integraldarstellungen der Losungsfunktionen
und des Energiesatzes nach Helmholtz ist es ndmlich moglich, auch die Be-
rechnung der stationdren Wellenfunktionen als Auswahlproblem zu behandeln.

4.3.1 Rationalisierung der stationiren Schrédinger-Gleichung.
Nicht-klassischer Charakter der Energie

Fiir den harmonischen Oszillator (siehe § 3.1.2) lautet die Gleichung (4.50)

o? 9?2 T K

A
i) + 5 () = B f() (452)

In den dimensionslosen Variablen

Jf a2 E 1
§= x%; o = \/E; u (&) = fe(&): v=_mm g (4.53)

vereinfacht sie sich zu

d?u,, (¢
d£2( Ly (

vty 1€ ) ule =0 (454)
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Dies entspricht der Whittakerschen Schreibweise der Weberschen Gleichung!®,
einer der beiden Standardformen der Gleichung fiir den parabolischen Zylin-
der.

Man sieht iibrigens auch an diesem Beispiel, dass die Verwendung dimen-
sionsloser Variablen eine vereinfachte Dimensionsanalyse darstellt, aus der die
charakteristischen Parameterkombinationen ersichtlich werden, von denen das
Systemverhalten tatsichlich abhéngt. Auflerdem ist dies im allgemeinen fiir
numerische Rechnungen vorteilhaft.

Bis auf die Skalierung z¢ werden die stationéren Zustdnde offenbar al-
lein durch den dimensionslosen Energieparameter v bestimmt. Das bedeutet,
dass die Energie F des Quantenoszillators proportional zur Frequenz w ist —
wogegen in der klassischen Schwingungslehre E ~ w? gilt.

Der ,Energieparameter” (Schrodinger, Erste Mitteilung) ist primér ein
mathematischer Parameter der Differentialgleichung; er wird zu einem physi-
kalischen Parameter erst, nachdem er geeignete Kriterien erfiillt hat.

Alle Informationen iiber das System sind in den Parametern M, x und «
sowie im Energiesatz enthalten. Der Parameter o bestimmt den Unterschied
zu einem klassischen System und ist insofern ebenfalls zu den Systemparame-
tern zu rechnen.

Der neue Parameter a bewirkt zunéchst nichts anderes als eine nichtklas-
sische Skalierung: F ~ w statt E ~ w?, keineswegs eine Quantisierung (ein-
schlieflich Diskretisierung) der Energie. Diese Skalierung stellt nichtsdestowe-
niger eine vollig neue, in der klassischen Mechanik unbekannte und (mangels
Notwendigkeit) auch nicht in Erwigung gezogene Darstellung der Energie als
Funktion der Systemparameter dar: Die Energie héngt hier ausschlieflich von
invarianten inneren Systemparametern und dem universellen Parameter v ab
und besitzt keine Beziehung zu einer bestimmten Lange oder einem bestimm-
ten Impuls. Die Frequenz w kommt als eigenstéindige Grofle nicht mehr vor, so
dass — im Unterschied zu klassischen stehenden Wellen — die Diskretisierung
nicht sie betreffen kann.

Aufgabe: Fithren Sie die komplementidren Rechnungen in der Impulsdarstel-
lung selbstandig durch! Zeigen Sie, dass man fiir die BezugsgréBen zy und
po die Integrale fj;; F(x/z0)dr und f:r;o G(p/po)dp benutzen kann! Hin-
weis: Zeigen Sie, dass dxdp = Zahl - o - d€dn gilt, wobei i die dimensionslose
Impulsvariable ist!

15 Heinrich Weber (1842-1913), Uber die Integration der partiellen Differentialglei-
chung ... , 1869. — Gl. (4.54) wurde von Weber und von Whittaker [Proc. London
Math. Soc. XXXV (1903) 417-427] lange vor der Aufstellung der Schrédinger-
Gleichung (1926) untersucht. Ihre mathematische Losungstheorie ist daher — wie
die Eigenwerttheorie iiberhaupt — unabhiingig von den quantenmechanischen An-
wendungen: ndmlich fiir die gesamte Losungsmannigfaltigkeit, entwickelt worden.
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4.3.2 Die klassische Methode: Losung als Eigenwertproblem

Die Gleichung (4.54) ist gerade in &, daher gibt es fiir jeden Wert von v
je eine gerade und eine ungerade Losung als linear unabhéngige Losungen
(Abramowitz & Stegun, 1964, 19.2):

g6y = et~y L Loyt l, 1L L
WO = e XM w5 2 =AMt 1 28) (459)
we)eotear L, 18 1o e 312
JQ) = TR EM(— v+ 50 1) =R M(r 41,5, -2€) (456)
Hierin ist M (a, b, z) die Kummersche Funktion¢
2 n
M(a,b,z):1+%+(a)2z +m+(a)"z +-- (4.57)

b (b),2! ®),, nl

mit (a), =ala+1)(a+2)...(a+n—1).
Die allgemeine Losung der Gleichung (4.54) ist eine Linearkombination
der beiden Losungen (4.55) f.:

uy (§) = CPyl (&) + Cuy(§) (4.58)

Die Koeflizienten C'J und C} werden durch Zusatzbedingungen an die Losun-
gen u, (€) bestimmt; in den klassisch-physikalischen Anwendungen sind dies
die Anfangs- und/oder Randbedingungen.

Die Randbedingungen (4.36) werden erfiillt, wenn die Funktionen
M(—1v,3,36%) und M(—3v+3, 3, 1¢?) konvergieren. Dazu miissen die jewei-
ligen unendlichen Reihen (4.57) abbrechen. Dies geschieht genau dann, wenn
v nicht-negativ ganzzahlig ist:

v=n=0,1,2,--- (4.59)

Dies sind die Eigenwerte der dimensionsreduzierten Gleichung (4.54). Die
Energie-Eigenwerte der dimensionsbehafteten Gleichung (4.52) sind dement-
sprechend die Werte

1
E, = <n+2) aw; n=20,1,2,--- (4.60)

Fiir diese Eigenwerte reduzieren sich die Kummerschen Funktionen (4.57) auf
die Hermiteschen'” Polynome, und man erhilt

un(§) = ¢ A Hen() =27 2 HHL(E/VR): n=0.12 (461)
Die Losung des Eigenwertproblems ist damit abgeschlossen, die stationéren
Zusténde des Systems sind vollsténdig bestimmt.

6 Ernst Eduard Kummer (1810-1893), J. fiir Math. XV (1836) 139ff. — M (a, b, 2)
ist eine konfluente hypergeometrische Funktions, sie wird oft auch mit 1 Fi (a, b, 2)
oder ®(a, b, z) bezeichnet.

17 Charles Hermite (1822-1901), Comptes Rendue LVIIT (1864) 266-273.
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4.3.3 Auswahl der mathematisch ausgezeichneten Zustéinde
(E/aw halbzahlig)

die wahren Gesetze der Quantenmechanik bestiinden nicht in bestimmten
Vorschriften fiir die einzelne Bahn, sondern in diesen wahren Gesetzen seien die
Elemente der ganzen Bahnenmannigfaltigkeit eines Systems durch Gleichungen
verbunden, so daf3 scheinbar eine gewisse Wechselwirkung zwischen den verschie-
denen Bahnen bestehe.

(E. Schrédinger, Zweite Mitteilung, 1926, S.508)

In der vorliegenden nichtklassischen Anwendung hat der Parameter v als di-
mensionslose Energie eine besondere physikalische Bedeutung, die ihm in den
klassischen Féllen eben nicht zukommt. Dank dessen gelingt die eindeutige
Bestimmung der Koeffizienten C9 und C} auch ohne zusétzliche Annahmen,
wie sie insbesondere die Randbedingungen darstellen. Man kann deshalb von
einem internen Auswahlkriterium fiir die physikalisch realisierbaren Werte des
Energieparameters sprechen. Dieser Paragraf beschreibt den mathematischen
Teil des Auswahlverfahrens.

Fiir die Werte v = —1 and v = 0 und nur fiir diese faktorisiert die linke
Seite von Gleichung (4.54) geméf

(& (4 §rsn-s

(49 (o

Infolgedessen sind die Werte v = —1 and v = 0 mathematisch vor allen ande-
ren v-Werten ausgezeichnet. Die entsprechenden Losungsfunktionen sind ma-
thematisch, aber nicht physikalisch &quivalent, denn ug(§) = uo(0) exp{—i 2}
ist eine begrenzende Funktion, wihrend u_1(§) = u_1(0) exp{+3£>} dies of-
fensichtlich nicht ist. Das zeichnet den Wert v = 0 vor dem Wert v = —1
physikalisch aus — wir werden in kiirze darauf zuriickkommen.

Wenn es keine weiteren ausgezeichneten v-Werte gébe, wiirde das System
nur den einen Zustand v = 0 besitzen und nicht in der Lage sein, Energie
mit seiner Umgebung auszutauschen. Folglich muss es weitere ausgezeichnete
v-Werte geben. Um diese zu finden, benutzen wir die Rekursionsbeziehungen

fiir die Losungen (4.55) f. (vgl. Abramowitz & Stegun, 1964, 19.6.9 ff.):

(+5) e =i u© (1.63)

(4.62)

<_j§ - g) vo(©) = v+ Dy () (4.64)

(+5) @ =@ (1.65)
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R L EGEET (4.66)
Die Rekursionsbeziehungen (4.63) und (4.66) bzw. (4.64) und (4.65) stellen
jeweils eine spezielle Zerlegung der Differentialgleichung 2. Ordnung (4.54) in
ein System zweier gekoppelter Differentialgleichungen 1. Ordnung dar.'® Sie
ergeben sich aber nicht aus dem iiblichen Losungsverfahren fiir das Eigenwert-
problem, sondern aus der Whittakerschen Integraldarstellung der Losungen'®.
Sie gelten fiir alle Werte des Energieparameters, d. h. insbesondere auch fiir
diejenigen Werte, die keine Eigenwerte im Sinne des vorigen Paragrafen sind.
Sie stellen deshalb die gesuchte intrinsische diskrete Struktur der stationéren
Schrodinger-Gleichung dar.

Wenn es eine derartige Zerlegung gibt, ist das Energiespektrum diskret —
andernfalls ist es kontinuierlich. Die Quantisierung selbst ist aber nicht an
die Diskretisierung des Energiespektrums gebunden, wie wir weiter unten am
Beispiel des freien Teilchens sehen werden.

In den Rekursionsbeziehungen werden nun nicht alle Losungsfunktionen
untereinander verkniipft, sondern immer nur eine bestimmte Teilmenge dersel-
ben, nidmlich jeweils nur diejenigen, deren v-Werte sich um +1 unterscheiden:
die Losungen u, (§) und wu,41(§). Durch die Angabe nur einer Funktion, sagen
wir u,, (§), sind demnach zugleich alle Funktionen dieser Teilmenge: wu,, +1(§),
Uy, +2(£), ... , eindeutig festgelegt. Dadurch teilen die Rekursionsbeziehun-
gen das Kontinuum der v-Werte in tiberabzéhlbar unendlich viele Klassen mit
jeweils abzdhlbar unendlich vielen v-Werten ein:

Klasse a): v = {---,—3,—2,—1} [die Beziehungen (4.64) brechen bei v =
—1 ab; das ist einer der beiden bereits oben gefundenen ausgezeichneten
Werte];

Klasse b): v = {0,+1,+2,---} [die Beziehungen (4.63) brechen bei v = 0
ab; das ist der andere der bereits oben gefundenen ausgezeichneten Werte];

Klasse ¢): v ="+, =24 Vpep, =1+ Vres, Vref, +14+Vrep, +24+Vpes, ... ,—1 <
vy < 0 [kein Abbruch der Beziehungen (4.63) oder (4.64)].

Das kleinste Intervall, das vermittels der Rekursionsbeziehungen alle Losun-
gen représentiert, ist das geschlossene Intervall v = [—1,0]. Auch hier sind die
Werte v = —1 (Klasse a) und v = 0 (Klasse b) mathematisch ausgezeichnet,
némlich als die Randwerte dieses Intervalls. Alle inneren Punkte: —1 < v <0
(Klasse c), sind mathematisch gleichwertig, folglich ist keiner von ihnen vor
den anderen mathematisch ausgezeichnet.

Aufgabe: Vergleichen Sie die Operator-Faktoren in Gl.(4.62) mit den klassi-
schen Variablen (3.55)!

18 ygl. Schrodinger, The Factorization of the Hypergeometric Equation, 1941.
19 Whittaker & Watson, A Course of Modern Analysis, 1927, §16.12.
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4.3.4 Auswahl der physikalisch ausgezeichneten Zustinde
(E/aw positiv)

Wihrend im klassischen Fall alle E-Werte des Kontinuums E > Vi,;, mathe-
matisch (und physikalisch) gleichwertig sind, gibt es im quantenmechanischen
Fall die mathematische Auszeichnung einer diskreten Teilmenge des Kontinu-
ums, ndmlich der Klassen (a) und (b). Da diese zwei Klassen mathematisch
untereinander gleichwertig sind, konnen sie nur physikalisch voneinander un-
terschieden werden.

Was wir oben fiir die Funktionen u_1 (§) und ug(§) im speziellen festgestellt
haben, gilt nun fiir die Funktionen der Klassen (a) und (b) im allgemeinen:
die Funktionen der Klasse (a) sind keine Begrenzungsfunktionen, wéihrend die
der Klasse (b) solche sind. Tatséichlich steigen die Werte Tmax n, fiir die die
Hermiteschen Polynome He,, () und damit die Losungen u,,(£) (4.61) ihr Ma-
ximum annehmen, mit n streng monoton an: Tmax,0 < Tmax,1 < - --. Damit ist
die Ordnungsrelation zwischen Energie und (effektiver) Ausdehnung in Orts-
und Impulsraum entsprechend der verallgemeinerten Helmholtzschen Regel
verwirklicht. Die kleinste Ausdehnung liegt — wie im Bohrschen Atommodell
— im Grundzustand vor.

Ein noch stirkeres Auswahlkriterium liefert der Energiesatz. Da die Re-
kursionsbeziehungen maogliche Ubergiinge zwischen Systemzustinden anzei-
gen, konnte ein System im Zustand v < 0 in Zustéinde mit beliebig kleiner
Energie (F — —oo) iibergehen und dabei unbeschrinkt Energie an die Um-
gebung abgeben (beispielsweise an ein Strahlungsfeld); es beséfie damit einen
unerschopflichen Energievorrat. Diese Eigenschaft, ein perpetuum mobile zu
sein, steht aber im Widerspruch zur Erfahrung.

Das heifit, die Ubergiinge in Zustéinde mit geringerer Energie miissen bei
einem gewissen Minimum aufhéren. Ein solches Minimum [,,permanenter Zu-
stand/Grundzustand®“ (Bohr 1913) oder ,Normalzustand“ (Heisenberg 1925)]
ist nur in der Klasse (b) enthalten: Ey = jow, Fy = Saw, ---. Damit ist die
Klasse (b) physikalisch vor der Klasse (a) durch ihre Vertriglichkeit mit dem
Energiesatz ausgezeichnet, mithin die physikalisch realisierbare.

Fiir den Wert v = 0 haben wir

R d
buo(€) = Su0(©) + ruwo(© =05 w(©) =uw(e (467
Alle anderen Funktionen u,(£), n = 1,2,..., lassen sich aus der Funktion
uo(§) aufbauen:
Uni1(€) = b un(€);  n=0,1,-- (4.68)

Dies sind gerade die Lésungen (4.61). Die entsprechenden Energien sind gerade
die in Gl. (4.60) gefundenen:

1
E, = (n+2) QWEL; n=0,1,--- (4.69)
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Dieses Spektrum ist tatsichlich nach unten beschrinkt [obwohl die hierfiir
iibliche Forderung der Normierbarkeit (Bohm, 1989, § 13.5; Haken, 1973, §3)
ausdriicklich nicht erhoben wurde]:

1
E, > Eunn=Ey = iozwkl (4.70)

Das System besitzt also einen Grundzustand mit der Energie Ey = %awkl.
Dieser ist grofler als das Minimum der potenziellen Energie, Vi, = 0, in
Ubereinstimmung mit dem ganz allgemeinen Ergebnis (4.41).

Damit bestimmen die Rekursionsbeziehungen (4.63) f. die physikalischen
Losungen fg(x) und gg(p) vollstindig, und zwar ohne Benutzung der Randbe-
dingungen (4.36) — letztere werden ,automatisch* erfiillt. Diese Bestimmtheit
ist klassischen Kontinuumtheorien fremd, sie rithrt offenbar von der intrinsisch
diskreten Struktur des Spektrums her. Die Schrodinger-Gleichung besitzt da-
mit maximale ,Stéirke* im Sinne Einsteins (1977, S.132).

Diese Uberlegungen lassen sich in Richtung Dynamische Symmetrie wei-
terfiithren (Barut, 1964; Dothan, Gell-Mann & Ne’eman, 1965; Mukunda,
O’Raifeartaigh & Sudarshan, 1965). Eine andere Verallgemeinerung dieses
Zuganges stellt die Supersymmetrische Quantentheorie dar (Schwabl, QM I,
Kap.19).

Schliellich kann man mit Hilfe der Rekursionsformel He,,1(z) = zHe,(z)—
nHe,_1(z) und der Ungleichung |He,, ()| < exp{322}kv/n! (k ~ 1,086435)%
zeigen, dass in der Tat Vi (z), Tuki(p) < En gilt, wie oben gefordert wurde.
Es ist sogar u2(£)16? < (n+ 1) (—o00 < € < 400, n=0,1,---). Das Kleiner-
Zeichen anstelle des Kleiner-oder-gleich-Zeichens bedeutet, dass die Gesamt-
energie nicht durch eine einzige (Impuls-)Konfiguration représentiert werden
kann, insbesondere nicht durch die Konfiguration x = 0: Der Quantenoszil-
lator besitzt keinen Zustand der Ruhe, wie wir es bereits im § 4.3.1 aus der
Tatsache E > Vi, geschlussfolgert hatten.

Es sei hervorgehoben, dass diese Ergebnisse allein aus den allgemein-
sten Prinzipien der Zustandsbeschreibung nach Leibniz, Euler, Helmholtz und
Schrodinger erwachsen, ohne irgend eine Zustands- oder Bewegungsgleichung
gelost zu haben.

4.3.5 Einsteinscher Oszillator — Bedeutung des Parameters o

Der numerische Wert des Parameters o kann — wie alle anderen universel-
len Naturkonstanten auch — nicht im Rahmen derjenigen Theorie berechnet
werden, in der er eingefithrt wurde. Den Vergleich mit dem Experiment neh-
men wir anhand des Einsteinschen Oszillatormodells vor, da dieses ebenfalls
dquidistante Energieniveaus besitzt: Epy1 — Ep = hvos, (p = 0,1,...; siehe
Abschnitt 1.2). Folglich beschreibt unser nichtklassischer Oszillator einen Ein-
steinschen Ostzillator, wenn wir

20 Nach Abramowitz & Stegun (Hrsg.), Handbook of Mathematical Functions, 1964,
22.14.17.
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Wkl = 27T1/k1 = 27TVQSZ (471)

und

a R (4.72)

_h
o
setzen.

Dies hat wesentliche Konsequenzen:

1. Die klassische Kreisfrequenz wy; in H(z, p) wird durch die Quantenoszilla-
tor-Frequenz wog, ersetzt. Jedoch hat letztere nichts, aber auch gar nichts
mit der periodischen Bewegung eines Massepunktes auf einer klassischen
Bahn zu tun — vielmehr besitzt der nichtklassische Oszillator eine andere
Art innerer Schwingung, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden.
Dieser fundamentale Unterschied wird verwischt, wenn man von der klas-
sischen Hamilton-Funktion ausgeht und dann die klassische Schwingungs-
frequenz stillschweigend mit der Einsteinschen Frequenz identifiziert.

2. h ist eine systemunabhingige Konstante, die nicht nur fiir Strahlungs-
vorgénge charakteristisch ist.

Die Gleichheit von klassischer und quantenmechanischer Schwingungsfrequenz
ldsst sich fiir groffe Quantenzahlen auch aus dem Korrespondenzprinzip ablei-
ten — die Gleichheit fiir kleine und mittlere Quantenzahlen bleibt dann aber
ein Postulat?!.

Zur Einfithrung und Bestimmung des Parameters a = & sind noch einige
weitere Bemerkungen angebracht.

— Der Parameter a erscheint als Folge der Verallgemeinerung der axioma-
tischen Voraussetzungen: o musste eingefiihrt werden, weil sich aus den
klassischen inneren System-Parametern keine Gréfle mit der Dimension ei-
ner Wirkung ableiten lésst; insofern ist diese Einfiihrung analog zu der von
Planck (1900).

— Die Endlichkeit des Parameters « impliziert einen endlichen Abstand der
kleinsten Gesamtenergie vom Minimum der potentiellen Energie; mithin
gibt es keinen klassischen Zustand der Ruhe (E = Vipin, © = 2} p = 0).

— Die Bestimmung der Energie ist damit vollstédndig, denn wenn sie noch von
weiteren Parameter abhinge, wiren ihre Werte nicht auf die hier berechne-
ten beschrénkt.

4.3.6 Wechselwirkungsfreier Kérper —
de Broglie-Beziechung A = h/p

Das ,freie Teilchen*, d.h. der wechselwirkungsfreie Korper ist als Sonderfall
eines Systems ohne innere und &uflere Wechselwirkung von grundlegender

21 vgl. Bohr, Uber die Quantentheorie der Linienspektren, 1923, S.27-36; Jammer,
The conceptual development of quantum mechanics, 1967, Abschn. 3.2.
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methodischer Bedeutung nicht nur fiir die Klassische, sondern auch fiir die
Quantenmechanik. Er erweist sich auch fiir unsere Untersuchungen als wich-
tiger Spezialfall allgemeiner Ergebnisse.

Fiir verschwindendes Potenzial wird aus den Gleichungen (4.52) f.

B2 d?
7m@fﬁei($) = Effrei(x) (473)
und
2
mgﬁ"ei (p) = ngrei (p) (474)

Geméf Gleichung (4.74) gilt fir freie Quantenteilchen die klassische (!)
Energie-Impuls-Beziehung.
Die erste Gleichung lésst sich elementar l6sen:

frei(x) = fo(z) = fecos (27r§) + fysin (27r§> : E=E, =

(fe,s — Integrationskonstanten). Nun muss Fiyei(2) = | firei () |2 = const gelten,
weil infolge der Homogenitit des Konfigurationsraumes alle Konfigurationen
gleichwertig sind. Aus dieser Bedingung folgen die Reellwertigkeit von A und
die Komplexwertigkeit von frei(z), d. h.

h2

frvei () = falx) = fr(0) - eF2I5; 0<E=FE)= ST

<oo (4.76)
Im Unterschied zum harmonischen Ostzillator ist Fy ,,automatisch* nach unten
beschriankt, und zwar fiir Werte A < oo. Deshalb benétigen wir keine Abbruch-
bedingungen. Und es gibt keine Rekursionsgleichungen, das heifit, die Menge
der Energiewerte der Zustandsgleichung (4.73) zerfillt nicht in diskrete Unter-
mengen — es wire ja auch kein Auswahlkriterium fiir eine dieser Untermengen
als physikalisch realisierbare vorhanden: der Energiesatz ist dank Gleichung
(4.74) bereits fiir alle Energiewerte (4.76) erfiillt, und nach unten beschrénkt
sind diese auch.

Die Funktion ggei(p) ldsst sich als Fourier-Transformierte der Funktion
ftrei(z) bestimmen:

h
grei(p) = 9r(p) = fVRO(p£pA); pa= (4.77)
Hier tritt die de Brogliesche Beziehung (1924)

A= (4.78)
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auf, die damit unabhéngig und im Rahmen einer nichtrelativistischen Theo-
rie hergeleitet wurde (de Broglie schlussfolgerte, dass die Plancksche Be-
ziehung F = hv aus speziell-relativistischen Griinden fiir alle Komponen-
ten des Energie-Impuls-Vierervektors einerseits und des Frequenz-Wellenzahl-
Vierervektors andererseits gelten sollte).

Wir haben damit alle Relationen, die de Broglie seinerzeit als notwendige
und hinreichende Voraussetzungen benutzte, um die Synthese des Wellen- und
des Teilchenbildes zu begriinden, aus vollig anderen, teilweise sogar kontréaren
Annahmen iiber die Beschaffenheit eines nichtklassischen Systems abgeleitet.

Ein wechselwirkungsfreies Quantenteilchen ist trotz der eindeutigen Zu-
ordnung eines bestimmten Impuls-Wertes nicht mit einem klassischen wech-
selwirkungsfreien Kérper zu verwechseln, da Fei(z) # Fg, (2) und Ggei(p) #
Gg, (p) sind.

Aufgabe*:

A) Kann man die Losung (4.75) als Grenzfall der Losung (4.61) erhalten?

B) Die Integrale fj;o | ()] da, fjooj |/x(2)]? dz und fj;; lgx(p)| dp existie-
ren nicht. Hat das Konsequenzen fiir die Anwendbarkeit unseres Zuganges?
Hinweis: G1.(4.49). Untersuchen Sie auch den Ansatz G(p) = p,d(p — po)!

Aufgabe: Diskutieren Sie die Tatsache, dass hier der Fall der Ruhe mdoglich
ist! Hinweis: Ersetzen Sie A durch E und setzen Sie E = 0!

4.3.7 Energie versus Ausdehnung
eines quantenmechanischen Systems *

Wir zeigen nun, dass in der Tat auch bei quantenmechanischen Systemen eine
Erhohung der Gesamtenergie mit einer Vergroflerung der effektiven Ausdeh-
nung verbunden ist.

Dazu betrachten wir den quantenmechanischen Virialsatz??

2/&E(a:)T(—ihV)wE(as)daz = /@E(w) (- VV)(x)Ye(x)de  (4.79)

fiir homogene Potenziale vom Grade n: V(z) = V, |z|" + V, |y|" + V. |2|"
(Vm,yyz >0, n > 0). In diesem Fall ist nach dem Eulerschen Satz fiir homogene

22 Vgl. Ruark, The Zeeman effect and Stark effect of hydrogen in wave mechanics:
the force equation and the virial theorem in wave mechanics, 1928. — Der Satz
stammt urspriinglich aus der mechanischen Wiarmelehre (Clausius, Uber einen auf
die Wirme anwendbaren mechanischen Satz, 1870). Rudolf Clausius (1822-1888)
bezeichnete die GréBe 2 > ra(t) - Ka(t) (es wird iiber alle Kérper a des Systems
summiert und das zeitliche Mittel gebildet) als Virial (nach dem lateinischen Wort
vir fiir Kraft). Dabei wird vorausgesetzt, dass die Bewegung ganz im Endlichen
verlduft und die Kréifte beschriankt seien; s. auch Landau & Lifschitz, Mechanik,
§10.
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Funktionen @ - VV(z) = nV(x). Damit und dank der Separation ¢g(x) =
Y, (x)VE, (y)YE, (2) erhalten wir fiir die Gesamtenergie

E=(5+1) [de@V@iede= (5 +1) [Vlol e @Pdo+ ...
(4.80)

Der Leser moge sich anhand des harmonischen Oszillators und des Kepler-
Potenzials davon {iberzeugen, dass mit zunehmenden Energiewerten E, .)
die Maxima der Begrenzungsfunktionen Fg,, ., bel ebenfalls zunehmenden
Werten von |z| (|y|, |2|) liegen.

Aufgabe: Beweisen Sie Gleichung (4.79)! Hinweis: Losen Sie den Kommutator
in der Identitét [g(z) [ﬁ(az), x 'f)] Yg(x)de = 0 auf (vgl. Schwabl, QM I,
S. 206)!

4.4 Von der Amplituden- zur eigentlichen
Wellengleichung: Voraussetzungsfreie Begriindung
der zeitabhingigen Schriédinger-Gleichung

Sobald aber V' die Zeit explizite enthélt, ist es offenbar unmoglich, der Gleichung
(1) bzw. (1') zu geniigen durch eine Funktion 1, welche nur nach (2) von der
Zeit abhéngt.

(E. Schrodinger, 19262%)

Mit dem Aufstellen der Wellengleichung (4.1) war fiir Schrodinger der ent-
scheidende Schritt getan. Nach der Ersetzung der Energie erhielt Schrodinger
eine partielle Differentialgleichung von zweiter Ordnung in der Zeit- und vier-
ter Ordnung in der Ortsvariablen, dhnlich der Wellengleichung fiir dicke Plat-
ten (Vierte Mitteilung, S.176, Fn.1). Um die Ortsableitung vierter Ordnung
zu vermeiden, faktorisierte er die entsprechende stationédre Gleichung zu

9 .
Ay — %Vw:F %%—zﬁ =0 (4.81)
Er postulierte dann, dass diese Gleichung auch fiir nichtstationédre Vorginge
giiltig sei. Tatsédchlich fiihrt die auf dieser Gleichung beruhende Stérungs-
theorie (Ebda., §2) zu den richtigen Termserien der Spektroskopie und zum
Erhaltungssatz fj—z (2, t)|* dz = const (Ebda., §7).

In Gleichung (4.81) tritt der imaginire Faktor i = /—1 nicht mehr nur
als Rechengriofle auf, wie etwa in der Elektrotechnik. ,Eine gewisse Hérte

2 Vierte Mitteilung, S.110; gemeint sind die stationire Gleichung und der Faktor
exp{iwt}.
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liegt ohne Zweifel zurzeit noch in der Verwendung einer kompleren Wellen-
funktion.“ (Ebda., S.139) Wir haben diese Komplexwertigkeit schon in den
klassischen Variablen (3.55) und bei der Ortsabhéngigkeit der Wellenfunktion
(4.76) fiir das freie Teilchen angetroffen und konnen daher mit ihr ungezwun-
gener umgehen.

Da wir von einer zeitfreien Zustandsbeschreibung ausgegangen sind, miis-
sen wir die Zeitabhéngigkeit separat einfithren. Dazu werden wir verschiedene,
voneinander unabhingige Wege einschlagen. Zun#chst untersuchen wir die
Zeitabhéngigkeit der stationdren Zustédnde.

4.4.1 Die Zeitabhiingigkeit der stationiren Zustinde

Im stationéren Fall sind die Funktionen T'(p) und V(z) nach wie vor zeitun-
abhéngig. Eine Zeitabhéingigkeit kann daher nur iiber die Wellenfunktionen in
die Zustandsbeschreibung eingehen; wir setzen deshalb fg(x) — fg(z,t) und
9e(p) — gr(p,t). Wir leiten in diesem Paragrafen die einzige mit der Stationa-
ritdt vertrigliche Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktionen fg(z,t) und gg(p,t)
ab.

In Analogie zur klassischen Wellenlehre wiirde man vermuten, dass die
stationdren Schrodinger-Gleichungen (4.50) und (4.51) die Gleichungen fiir
die rdumliche Variation der Amplituden stehender Wellen sind (Schrodinger,
Vierte Mitteilung, S.110). In diesem Fall wiren sie aus der multiplikativen
Separation der Variablen entstanden:

H(x)fe(z,t) = E@)fp(e,0);  Hp)gep.t) = Et)gs(p,t) (4.82)

fe(r,t) = fe(2)0g(t); ge(p,t) = gre(p)0Ee(t) (4.83)

Der Faktor 0g(t) ist fiir beide Funktionen: fg(x,t) und gg(p,t), derselbe, da
diese aus denselben Griinden Fourier-Transformierte voneinander sind, aus
denen es die Funktionen fz(z) und gg(p) sind. E(t) ist der zu bestimmende
Differentialoperator beziiglich der Zeit, und E spielt die Rolle der Separati-
onskonstanten:

E(t)0g(t) = EOp(t) (4.84)

Tatséchlich ist nur eine multiplikative Zeitabhingigkeit der Form (4.83) mit
der nichtklassischen Darstellung der Energie,

JFJ’OOIQE(p, t)* T (p)dp +fOOle(a:,t)|2 V(z)dx
E= 7OO+°° T 7oo+oo (4.85)
_f 95 (p,t)[* dp _f |fe(z, )| de

vertriglich. Es findet — im Unterschied zum klassischen Fall — keine Kompen-
sation zeitlicher Verédnderungen zwischen den beiden additiven Termen statt:
beide sind fiir sich zeitunabhingig.
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Der Differentialoperator E(t) und die Funktion ¢ (t) lassen sich — bis auf
eine Konstante — aus recht allgemeinen Uberlegungen bestimmen:

1. Die Funktionen Fg(z,t) = |fp(z,t)|* und Gu(p,t) = |ga(p, t)|” sind zeit-
unabhéngig, denn andernfalls wiirde die Zuordnung zwischen Energie und
effektiver Ausdehnung verloren gehen. Folglich kommt fiir den Zeitfaktor
nur ein Phasenfaktor infrage:

O (t) = eor® (4.86)

2. Da nur die Losungen fg(z) und gg(p) als Anfangsbedingungen zur
Verfiigung stehen:

fe(x,0) = fe(x);  ge(p,0) =ge(p) (4.87)

ist der Differentialoperator E(t) von erster Ordnung. Die Formeln (4.84)
und (4.86) ergeben daraus sofort die Ausdriicke

i3
Der reellwertige Faktor § hat die Dimension einer Wirkung. Damit be-
sitzt die Funktion g (t) die kombinierte Zeitumkehrsymmetrie der orts-
und impulsabhingigen Funktionen in Gleichung (3.55): 0(—t) = 0(t). -
Wir hétten iibrigens auch mit dieser Eigenschaft beginnen kénnen den
Zeitfaktor zu bestimmen.

3. Fiir freie Teilchen (siche § 4.3.6) ist fp(x,t) ~ k==« gp(p,t) ~
5(p — hk)e™™! (w = E/B) nebst E = h?k?/2M. Hierbei ist die Grup-
pengeschwindigkeit gleich der (zeitunabhingigen) Teilchengeschwindig-
keit: v, = dw/dk = p/M. Demnach ist § = h und schlieBlich

Bt) = w%; On(t) = exp { Et} (4.88)

fe(z,t) = fe()e 75 gg(p,t) = gu(p)e +7 (4.89)

Es ist hiernach dieselbe universelle Konstante A, die die nichtklassische Aus-
dehnung im Phasenraum einerseits und das nichtklassische Zeitverhalten an-
dererseits bestimmt (iiblicherweise wird ein solcher Zusammenhang durch eine
Geschwindigkeit vermittelt).

4.4.2 Die Zustandsinderungs- und Bewegungsgleichungen
im stationidren Fall

Wir zeigen nun, das man diese nichtklassischen Ergebnisse auch dann erhalt,
wenn man die klassischen Methoden der Zustandsbeschreibung aus dem Ab-
schnitt 3.4 auf geeignete Weise anwendet. Das untermauert ihre nachfolgende
Anwendung auf den nichtstationdren nichtklassischen Fall.

Wir kénnen zunéchst wieder die Entsprechungen (4.37) benutzen, um je-
weils eine der beiden Funktionen: fg(z,t) bzw. gg(p,t), zu eliminieren:
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f Fole VB (@) fo(w e | 550, H(p)gr(p. dp
E= == (4.90)
_f fe(2,t) fe(z, t)dx _f ge(p,t)ge(p,t)dp

Nach dem Vorbild der klassischen Zustandsfunktion Z(t) = H (x(t),p(t))
(siehe § 3.4.2) wihlen wir fiir die nichtklassische Zustandsfunktion den Aus-
druck

S I 0B@ et [ 96,0 G0
Zp(t) = == (4.91)
_f fe(z,t) fe(z,t)dx _f ge(p,t)gr(p,t)dp

Um die nachfolgenden Rechnungen iibersichtlicher zu gestalten, bedienen wir
uns der Diracschen®® Bra-Ket-Notation und setzen (die Durchfiihrung der
analogen Rechnungen im Impulsraum empfehlen wir wie immer als Ubung)

/ (e, O (@) (o, O = (s, O @) ()

(4.92)

“+o0
/ P, 1) fo(x, Odz = (fu(z, )| fo (o, 1)

Dann haben wir fiir die Zustandsiinderung beziiglich der Zeit (dH = 0)

(afI A1)+ (FIANF) — (Caflf) + (Fldf)) B

e(t) = TG (4.93)
Das impliziert
H(x)fg(w,t) = Efp(w,1) (4.94)
und /oder
(dfifL|f) + (fIfIdf) =0 und (df|f)+ (fldf) =0 (4.95)

Wir werden sehen, dass beide Forderungen zu denselben Ergebnissen fiihren.
Um die Gleichungen (4.95) zu befriedigen, setzen wir

fe(z,t) zﬁE(x,t)fE(x,O); UE(x,O) =
de<.’17,t) = dUE(x,t)fE(x,O)

24 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984, Nobelpreis 1933), The Principles of Quan-
tum Mechanics, 1930.

(4.96)
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an. Der unitire Operator U g(z,t) beschreibt die zeitliche Verinderung der
Funktion fg(z,t). Die Homogenitét in fg beriicksichtigt die Tatsache, dass
gemif Gleichung (4.85) nur die relativen Werte von fg(x,t) physikalische
Bedeutung besitzen.

Damit schreiben sich die Gleichungen (4.95) zu

<dUEfE‘I;[|UEfE>+<UEfE‘ﬁ|dﬁEfE> =0 (4.97)
und
<dUEfE|UEfE> + <UEfE\dUEfE> =0 (4.98)

Die beide Beziehungen sowie die ,,Anfangsbedingung* U g(z,0) = 1 befriedi-
gende Losung lautet

dUp(z,t) = ivH(2)Ugp(z, t)dt;  Up(z,t) = e H®! (4.99)

Der reellwertige Zahlenfaktor v wurde aus Dimensions- und Flexibilitétsgriin-
den eingesetzt.
Die Wellenfunktion fg(z,t) geniigt demnach der Differentialgleichung

%fE(w, t) = ivH(z) fe(z,t); fe(z,0) = fp(x) (4.100)

Da H (z) zeitunabhiingig ist, kénnen wir zu ihrer Losung die Bernoullische
Separationsmethode?® anwenden:

fe(@,t) = fe(x) - 0p(t) (4.101)
Jetzt sind die Gleichungen (4.94) f. befriedigt, wenn
H(z)fp(x) = Efs(z) (4.102)
und
Op(t) = et (4.103)

gelten. Der Vergleich mit der Wellenfunktion fiir ein freies Teilchen liefert
analog zum vorangegangenen Paragrafen den Wert v = —1/h. Die weitere
Diskussion dieser Losung verlduft dann wie im Text nach Gleichung (4.89).

Damit erweist sich Ug(z,t) als der bekannte stationiire Zeitentwicklungs-
operator in der Ortsdarstellung (Pauli, 1933, § 1.8), und wir kénnen die Funk-
tionen fg(z,t) und gg(p,t) im wesentlichen mit den Schrédingerschen Wel-
lenfunktionen ¢¥g(z,t) und ¢ (p,t) identifizieren.

25 Bernoulli, Examen principorum mechanicae, 1726 (nach Gould, 1957, Kap. III).
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4.4.3 Die Prinzipien der Zustandsidnderung
fiir quantenmechanische Systeme

Da die Prinzipien PS1 bis PS5 der Zustandsverdnderung fiir klassisch-mecha-
nische Systeme aus dem § 3.4.2 nur das Verhéltnis von Zustands- und Nicht-
Zustandsgrofien sowie ihren Anderungen betreffen, sind sie verallgemeine-
rungsfihig. Im nichtklassischen Fall treten natiirlich andere Variablen als
Zustands- bzw. Nicht-Zustandsgréfien auf, nédmlich eine nichtklassische Zu-
standsfunktion anstelle der klassischen sowie die Wellenfunktionen 1) (x, t) und
o(p, t) anstelle der Bahnparameter x(t) und p(t). Infolge dieser Ersetzungen
ergeben sich die folgenden Prinzipien der Zustandsdnderung fiir quantenme-
chanische Systeme:

Prinzip PQ1: Die Anderungen der ZustandsgroBen (dZ) hingen nur von
den dufleren Ursachen (0V,,¢/0t) ab, nicht aber von den inneren Ursachen
(Hyp); insbesondere gilt dZ = 0, wenn 0V, /0t = 0;

Prinzip PQ2: Die Anderungen der ZustandsgroBen (dZ) sind unabhéngig
von den Zustandsgrofen (Z) selbst;

Prinzip PQ3: Die Anderungen der Nicht-Zustandsgrofien (di, dip) hiingen
direkt nur von den Zustandsgrofien (Z) ab; die &ueren Ursachen (OV,,¢/0t)
beeinflussen die Nicht-Zustandsgrofen (i, ¢) nur indirekt iiber die Zu-
standsgrofen (Z2);

Prinzip PQ4: Die Anderungen der Zustands- (dZ) und der Nicht-Zustands-
groBen (dy, dy) sind unabhingig voneinander;

Prinzip PQ5: Sobald die dueren Ursachen verschwunden sind: OV, /0t =
0 fiir t > t1, verbleibt das System in dem zu diesem Zeitpunkt ein-
genommenen Zustand; falls dieser Zustand ein stationdrer Zustand des
Hamiltonians ﬁ(tl,x) = ﬁo(x) + Vewt(t1,2) ist, sagen wir, Fy, so ist
Y(x,t) =Yg, (x,t) = ¥p, (2, t1) exp{—3 E1 (t —t1)} fiir t > ¢;.

Analog zur Ableitung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen aus den klas-
sischen Prinzipien PS1 ... PS5 im § 3.4.2 werden wir jetzt aus den quanten-
mechanischen Prinzipien PQ1 ... PQ5 die wellenmechanischen Bewegungs-
gleichungen ableiten.

4.4.4 Die Zustandsinderungsgleichungen im nichtstationiren Fall

. wir entnehmen den zeitlich variablen Teil der Potenzialfunktion mit ebenso-
viel oder ebensowenig Recht der gewohnlichen Mechanik, wie friiher, z. B. beim
Kepler-Problem, den konstanten

(E. Schrodinger, 192626)
Die Gleichung (4.100) ist nur kinetischer, nicht dynamischer Natur, wir
miissen sie fiir den allgemeinen zeitabhéngigen Fall aus geeigneten dynami-

schen Prinzipien fiir die Zustandsdnderung ableiten. Hierfiir bedienen wir uns
der Prinzipien PQ1 ... PQ5 aus dem vorangegangenen Paragrafen.

26 Vierte Mitteilung, S.113 (Hervorhebungen im Originaltext).
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Als Zustandsfunktion withlen wir in Verallgemeinerung der Funktion Zg(t)
(4.91) den Ausdruck

b () de [ 6.0t p)o(p. )dp
Zoa(t) = = s == e ;(4.104)
T e e, e T .06, )b

H(t,x) = Ho(z) + Vexe(t,2);  H(t,p) = Ho(p) + Vexs (¢, z‘ha%) (4.105)

Y(x,t) und ¢(p,t) sind die natiirlichen Verallgemeinerungen der Funktionen
Yp(z,t) und ¢g(p,t) auf den allgemeinen zeitabhéngigen Fall; aus Konti-
nuitdtsgriinden sind sie Fourier-Transformierte voneinander. Im stationdren
Zustand ist geméiﬁ PQ5 w@jvt) = ’(/JE(x7t)7 ¢(p7 t) = (bE(pa t)’ Zn = Fna =
const und dZq = 0.

Das bedeutet fiir die Zustandsinderung (wir lassen den Index nkl wieder
fort)

(avlBke) + (o) + (DA ) (gl + (ldy) /
7= ) S )

(vldA)
BT (4.106)

Diese Forderung impliziert die zwei Bedingungen

!

(dwlfe) + (6lflde) =0 und () + [@ldy) =0 (4.107)
Um diese zu befriedigen, setzen wir analog zum stationdren Fall (4.99)

O(x,t) = Ul t,00(2,0); Uzt t) =1;  dp(x,t) = dU (2;t,0)(x,0)

(4.108)
Damit schreiben sich die Bedingungen (4.107)
<dU¢|ﬁ|fJ¢> + <U¢|f1\d0¢> ~0 (4.109)
und
<dU¢|U1/}> n <U¢|dﬁ¢> -0 (4.110)

Die im Prinzip PQ5 beschriebene Kompatibilitdt mit dem stationdren Aus-
druck (4.99) fiihrt auf die Losung
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AU (z;t,0) = —LH (z, )0 (a3, 0)dt;

n
. t2

U(z;ta, t1) = P [ exp %/ﬁ(m,t’)dt’ (4.111)
ty

wobei IE’ADysonsW Zeitordnungsoperator ist. Der unitédre Zeitentwicklungso-
perator U(x;t,t') wird oft auch Dyson-Operator genannt.
Damit erhalten wir die Zustandsdnderungsgleichung

1 o
A0 = S <1/)(:r,t) ‘(%H(ac,t)‘ w(x,t)> dt (4.112)

4.4.5 Die Bewegungsgleichungen im nichtstationiren Fall

Als Bewegungsgleichung erhalten wir aus Gleichung (4.111) zunéchst die nicht-
stationére Schrodinger-Gleichung in Operator-Form fiir den Zeitentwicklungs-
operator:

ih%f](z; t,0) = H(x,t)U(z;t,0) (4.113)

Mit Gleichung (4.108) folgt daraus die nichtstationdre Schridinger-Gleichung
fiir die Wellenfunktion selbst:

.0 0 - . _
Zhaw(ﬂ%ﬂ = H(z,t)y(x,t); —lhaw(ﬂ%t) = H(z,t)y(x,t) (4.114)

Sie wire nach Schrodinger (Vierte Mitteilung, S.110) — im Unterschied zu der
stationéiren , Amplitudengleichung® (4.46) bzw. (4.47) — als die ,eigentliche
Wellengleichung“ zu bezeichnen.

Auf analoge Weise erhéilt man die Impuls-Darstellung;:

I 5(p.1) = H(p 06,0 —ih-d(p.1) = Hp.03p.1)  (4115)

Die beiden Paare (4.114) und (4.115) betrachten wir als die wellenmechani-
schen Bewegungsgleichungen oder, mit Schrédingers Worten (Vierte Mittei-
lung, S.109), als die allgemeinen und einheitlichen Verinderungsgesetze fiir
die ,,mechanischen Feldskalare“.

Wie im klassischen Fall enthilt die Bewegungsgleichung keine Erhal-
tungsgrofen.

Aus seiner Definition (4.108) folgt sofort, dass der Zeitentwicklungsopera-
tor auch im allgemeinen, nichtstationédren Fall die Gruppeneigenschaft

U($;t2,t1)U($;t1,to) :U((E;tg,to) (4116)

27 Freeman John Dyson (*¥1923), The radiation theories of Tomonaga, Schwinger,
and Feynman, 1949; The S-matriz in quantum electrodynamics, 1949.
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besitzt (vergleiche die analoge Formel im § 3.4.3). Mithin gilt (Pauli, 1933,
§ 1.8)

“+00
P(z,t) = / U(x,2';t,0)0(2",0)dz’;  U(x,2';0,0) =6(x — ') (4.117)

Dieser Integralkern geniigt der Chapman-Kolmogoroff-Gleichung?®:

+oo
U(l’,.’b’;tg,to) = / U(.’E,fE”;tg,tl)U(x/,,l'/;tl,to)d.’E”; to S tl S t2

— 00

(4.118)

Diese Gleichung ist eine universelle Formulierung des Huygensschen Prinzips
und der Kern U(z,a’;t1,tp) die Greensche Funktion?® der nichtstationiiren
Schrodinger-Gleichung (4.114). Verbindet man diese Greensche Funktion mit
den Ubergangswahrscheinlichkeits-Amplituden zwischen zwei Zustéinden, so
stellt Gleichung (4.118) die Grundlage des Feynmanschen Wegintegralverfah-
rens®® dar. Die Anwendung dieser Vorstellung auf die Optik und andere Wel-
lenprozesse gelingt durch die Riickfithrung der Wellengleichungen auf Systeme
von Differentialgleichungen von erster Ordnung bzgl. der Zeitvariablen (En-
ders, 1996).

Aufgabe: Sind ¢ (x,t) und ¢(p,t) unabhingige dynamische Variable? Hinweis:
Die Anfangsbedingungen solcher Variablen sind unabhéngig voneinander.

4.4.6 Der invariante Ausdruck im nichtstationiren Fall *

Abschlieflend zeigen wir, dass man zur nichtstationéiren Schrodinger-Gleichung
auch gelangt, indem man einen invarianten Ausdruck konstruiert, der den in-
varianten Ausdruck (4.104) ersetzt — sich im stationédren Fall aber auf jenen
reduziert.

Wenn die potenzielle Energie von der Zeit abhéngt, ist der Ausdruck auf
der rechten Seite von Gleichung (4.30) nicht mehr zeitlich konstant:

28 Sydney Chapman (1888-1970) & T.G. Cowling, The Mathematical Theory of Non-
Uniform Gases. An account of the kinetic theory of viscosity, thermal conduction,
and diffusion in gases, 1939; Andrej Nikolajewitsch Kolmogoroff (1903-1987),
Uber die analytischen Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1931; Grund-
begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1933.

29 George Green (1793-1841), Essay on the application of mathematical analysis on
the theories of electricity and magnetism, 1828. — Siehe auch Dyson, George Green
and physics, 1993.

30 Richard Phillips Feynman (1918-1988, Nobelpreis 1965), Space-Time Approach to
Non-Relativistic Quantum Mechanics, 1948.
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T o6 0Tw)dp [ bl (e, OV (. e
_(X;OO + = = # const  (4.119)
_f o(p, t)¢(p, t)dp _f U(z, )¢ (z, t)de

Die Forderung nach einer Invarianz des Gesamtausdruckes kann deshalb
nur erfiillt werden, wenn neben den Wellenfunktionen weitere zeitabhéngige
Ausdriicke berticksichtigt werden. Da wir fiir das , Verdnderungsgesetz fiir
den Feldskalar® (Schrédinger) eine Differentialgleichung in der Zeit suchen
(ein Ausdruck ohne Zeitableitung impliziert eine instantane Reaktion auf eine
dufere Einwirkung), versuchen wir, die zeitlichen Abhéngigkeiten der Zihler
durch Zeitableitungen im Nenner zu kompensieren:

T s 0600T@) [ B 0t 0V (@ e

+—= < 6 = const (4.120)

Tawngomnd T o e

— 0o

Ableitungen héherer Ordnung werfen das Problem der Anfangswerte der Ab-
leitungen niedrigerer Ordnung auf.

Nach dieser Modifikation hat der Gesamtausdruck die Dimension einer
Wirkung und es fragt sich, ob damit ein weiterer Parameter von der Dimension
einer Wirkung eingefiihrt und festgelegt wird, oder der Wirkungsparameter
des stationéren Falles Verwendung findet. Tatséchlich trifft letzteres zu, denn
dieser Ausdruck ist mit dem stationéiren Fall (4.100) kompatibel, wenn wir
0 = ih setzen.

Analog zum stationdren Fall kénnen wir nun die Funktion ¢(p,t) bezie-
hungsweise ¥(x,t) mittels Fourier-Transformation eliminieren und gelangen
so ebenfalls zu den zeitabhéingigen Schrédinger-Gleichungen (4.114) f.

4.5 Symmetrie der Begrenzungsfunktionen —
Symmetrie der Wellenfunktionen

Symmetrien und die mit ihnen verbundenen Erhaltungssétze spielen eine her-
vorgehobene Rolle, denn der Begriff der Verdnderung ist undenkbar ohne
den Begriff der Nicht-Verdnderung (Erhaltung, Unverdnderlichkeit). Wihrend
man in der Asthetik die Symmetrie vorzugsweise an einzelnen Dingen be-
trachtet, studiert man sie in der Physik an Klassen von Dingen (im men-
gentheoretischen Sinne).?! Wir wollen uns hier mit Symmetrieeigenschaften

31 Prignante Zusammenfassungen der wichtigsten allgemeinen physikalischen
Aspekte finden sich z.B. in den Nobelpreisreden von Wigner (Events, laws of
nature, and invariance principles, 1963) und Yang (The law of parity conserva-
tion and other symmetry laws of physics, 1957).
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beschéftigen, die aus der physikalischen Bedeutung der Begrenzungsfunktionen
erwachsen. Dank letzterer werden uns einige Symmetrieeigenschaften der Wel-
lenfunktionen selbst mehr oder weniger in den Schof fallen, die tiblicherweise
weitere, zusdtzliche Postulate benotigen. Die durch den Energiesatz vorgege-
bene Symmetrie der Begrenzungsfunktionen kann sogar die méglichen Formen
der Wechselwirkung einer elektrischen Ladung mit einem elektromagnetischen
Feld einschrianken.

4.5.1 Die Theoreme von Noether, von Neumann und Wigner

Die grundsétzliche Bedeutung der Symmetrie in der Physik wird durch das

Noethersche Theorem: Zu jeder Symmetrie gehért eine Erhaltungsgro-
ﬁ6.32
und durch das

von-Neumannsche Theorem: Die Observablen besitzen die Symmetrie des
Systems.?3

unterstrichen. Die Symmetrie des Systems ist durch die Symmetrie der
Lagrange- und der Hamilton-Funktion definiert, sie betrifft nicht nur die Be-
wegung eines Systems im Phasenraum, sondern auch die Abhéngigkeit von
Parametern und den Austausch gleicher Teilsysteme (Permutationssymme-
trie, siehe Abschnitt 5.2). Beide Theoreme gelten sowohl in der klassischen,
als auch in der Quantenphysik. ,,Observablen“ bezieht sich klassisch auf Zu-
standsfunktionen wie die Hamilton-Funktion — quantenmechanisch auf den
Hamilton-Operator und auf die den beobachtbaren Gréfien Ort, Impuls u.s.w.
entsprechenden Operatoren. Dagegen kénnen die Bahnen eine geringere Sym-
metrie als die Hamilton-Funktion besitzen, wie man an den Kepler-Bahnen
sieht.

Auch die Wellenfunktionen kénnen eine geringere Symmetrie als der Ha-
miltonian besitzen, fiir sie gilt das gegeniiber dem von Neumannschen Theo-
rem schwéchere

Wignersche Theorem: Wenn der Hamiltonian H invariant ge-
gentiber der Symmetrieoperation Rist (mit R kommutiert): RHR™ =
H, dann ist mit Yp(z) auch Ryp(z) eine Lisung der stationdren
Schrédinger-Gleichung mit dem Energiewert E.3*

32 Emmy Noether (1882-1935), Invariante Variationsprobleme, 1918. — Siehe Naas &
Schmid, Mathematisches Wérterbuch, 1974, fiir die urspriingliche Formulierung;
Schmutzer, Symmetrien und Erhaltungssditze der Physik, 1972, fiir eine allgemeine
und mehr formale Darstellung dieser Fragen; Greiner & Reinhardt, Feldquanti-
sierung, 1993, S.46ff., fiir ausfithrliche Rechnungen und Beispiele.

33 John von Neumann (1903-1957), Mathematische Grundlagen der Quantenmecha-
nik, 1932. — Siehe auch Cracknell, 1971, § 2.10.

34 Bugene Paul Wigner (1902-1995, Nobelpreis 1963), Gruppentheorie und ihre An-
wendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren, 1931; vgl. auch Cracknell,
1971, § 2.10.
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Die geringere Symmetrie der Wellenfunktion kann allerdings zu hichst bemer-
kenswerten Effekten fiihren, wie wir weiter unten an verschiedenen Beispielen
sehen werden. Die im nachfolgenden Paragrafen behandelte Symmetrie des
Betrages der Wellenfunktion schriankt diese ,,Asymmetrie* ein und erlaubt
dadurch systematische Ableitungen jener Effekte.

Wie in der Klassischen Physik muss man also sorgfiltig zwischen der Sym-
metrie der Gesetze (Grundgleichungen) und der Symmetrie einer gegebenen
Situation unterscheiden.?®

Wir schlieflen diese allgemeineren Betrachtungen mit der

Hypothese: Die Gesamtheit der bei einem gegebenen Energiewert
maglichen Konfigurationen besitzt die Symmetrie der Hamilton-Funk-
tion.

Der quantenmechanische Sinn dieser Aussage geht aus der nachfolgenden Auf-
gabe hervor.

Aufgabe*: Fiir die Wellenfunktionen ., (x) des Wasserstoffatoms ist der
Ausdruck -, [tnim (2)]?, die Summe aller Begrenzungsfunktionen zu einem
gegebenen Energiewert F,,, kugelsymmetrisch. Gilt das gleiche fiir den dreidi-
mensionalen harmonischen Oszillator? Lassen sich diese Ergebnisse verallge-
meinern und, wenn ja, wie? Hinweis: Benutzen Sie die parallele Aussage iiber
die Gesamtheit der im Zustand E moglichen klassischen Bahnen und die in
ihr implizit vollzogene ,,Summation* {iber den Drehimpuls!

Aufgabe*: Mit Bezug auf das Noethersche Theorem wird die Energieerhaltung
oft mit der Homogenitdt der Zeit begriindet. Lésst sich diese Argumentati-
onsreihenfolge umkehren, d.h., die Homogenitét der Zeit als Konsequenz der
Energieerhaltung auffassen?

4.5.2 Symmetrie des Hamilton-Operators —
Symmetrie der Begrenzungsfunktionen —
Symmetrie des Betrages der Wellenfunktionen

Wir analysieren nun die in den Definitionen (4.21) f. der stationéren Begren-
zungsfunktionen enthaltenen Ungleichungen

Fg(z/zo)V(z) < E;  Ge(p/po)T(p) < E (4.121)

hinsichtlich Symmetrieeigenschaften und Abhéngigkeiten von Parametern.
Die rechten Seiten hidngen nur von E ab, wéhrend die linken Seiten noch
von z/xg bzw. p/py abhingen, wobei py = ii/x( ist. Die Abhéingigkeiten von
x bzw. p werden durch die Schrédinger-Gleichung in der Orts- bzw. Impulsdar-
stellung so gestaltet, dass diese Ungleichungen fiir alle in Frage kommenden

3% Nach Zee (Fearful Symmetry, 1999, S.14) verdanken wir diese Einsicht Newton
und hétte ohne sie die Physik nicht ihre heutige Gestalt angenommen.
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- bzw. p-Werte erfiillt sind. Dank dessen hingen ihre linken Seiten letztlich
nur von F und z( ab, so dass wir fiir sie symbolisch

C(E,z0) < E (4.122)

schreiben kénnen.
Aus dieser Darstellung folgt sofort das

Theorem: Die stationdren Begrenzungsfunktionen Fg (x/x¢) und
Gg (p/po) hingen nur von denjenigen Kombinationen von Systempa-
rametern ab, von denen die Bezugsgrifie xo und die Gesamtenergie E
abhdngen.

Andernfalls miisste, um die Ungleichung (4.122) einzuhalten, die Funktion
C(FE,xg) fiir jeden dieser Parameter ein Maximum bei dessen Wert Null be-
sitzen.

Zur Ubertragung dieses Satzes auf den zeitabhingigen Fall benutzen wir
das Prinzip PQ5 der Zustandsénderung aus dem § 4.4.3. Aus ihm folgt das

Theorem: Die Funktionen |¢(z,t)| und |¢(p,t)| hingen nur von
denjenigen Kombinationen von Systemparametern ab, von denen die
Bezugsgrafle xg und, in den stationdren Zustinden, die Gesamtenergie
E des Systems abhdngen.

Die Konsequenzen dieses Theorems werden wir im néchsten Paragrafen be-
trachten.

4.5.3 Symmetrie des Betrages der Wellenfunktionen —
Symmetrie der Wellenfunktionen selbst —
Geometrische Phasen

Wenn die Betrége [¢(z,t)| und |¢(p,t)| von einer Grofle w unabhéngig sind,
dann hiangen die Wellenfunktionen selbst htchstens iiber einen Phasenfaktor
von dieser Grofe ab:

U(z, t;w) = P(x,t)e ) o(p, t;w) = ¢(p, t)e"?™) (4.123)

Ein Beispiel hierfiir ist die Separation (4.83) der Zeitabhéngigkeit in den sta-
tiondren Zusténden; die Symmetrie des Systems besteht hier natiirlich in der
Zeitunabhingigkeit des Hamiltonians. Ein anderes Beispiel werden wir im
nachfolgenden Abschnitt kennen lernen: Die rdumliche Symmetrie eines Kri-
stallgitters fiihrt zu einer bestimmten Symmetrie der elektronischen Wellen-
funktionen im Kristall, mit weit reichenden Folgen fiir die Eigenschaften eines
Kristalls. Von grundlegender Wichtigkeit fiir die gesamte Quantentheorie ist
das Verhalten der Wellenfunktion bei der Vertauschung gleicher Teilchen. Die
Formeln (4.123) bedeuten hier, dass diese Vertauschung héchstens die Phase
der Wellenfunktionen &dndert. Wir werden so zu tief liegenden Ergebnissen
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kommen, deren Ableitung ohne diese Formeln deutlich umsténdlicher ist, siehe
§ 5.1.3.

Im Gegensatz zur Phase —Ft/h, die mit der Dynamik des Systems ver-
bunden ist und deshalb auch dynamische Phase genannt wird, besitzt (wie
im néchsten Paragrafen deutlicher werden wird) die Phase p(w) eine geome-
trische Interpretation und wird deshalb geometrische Phase genannt. Obwohl
ihre allgemeine Bedeutung noch gar nicht so lange bekannt ist (Berry, 1984),
hat sie — auch unter der Bezeichnung adiabatische Phase — in kurzer Zeit zahl-
reiche Anwendungen in der Klassischen und vor allem in der Quantenphysik
gefunden (Shapere & Wilczek, 1989; Bohm, Mostafazadeh, Koizumi, Niu &
Zwanziger, 2003). Ihre Theorie ist damit auch ein Beitrag zur Einheit der
Physik.

Hier wollen wir noch auf die Konsequenzen der Separation (4.123) fiir die
Schrodinger-Gleichung fiir den Fall eingehen, dass die Gréfle w vom Ort und
von der Zeit abhéngt. Dies wird uns zu dem eminent wichtigen Begriff der
Eichinvarianz fiihren.

4.5.4 Eichsymmetrie *

Die Begriffe Eichinvarianz und Eichsymmetrie, das heifit die Invarianz ge-
geniiber einer Eichtransformation, spielen seit Weyls®® frithen Ansitzen zu
einer einheitlichen Feldtheorie eine iiberragende Rolle in der modernen Quan-
tentheorie (Kugo, 1997). Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Eichinvarianz
der Lagrange-Funktion nach dem Noetherschen Theorem (siche § 4.5.1) mit
der Erhaltung einer Grofle verkniipft ist, die in Analogie zum elektromagne-
tischen Feld als ,Ladung*® interpretiert wird. Wir kénnen an dieser Stelle nur
zeigen, wie die Invarianz der Begrenzungsfunktionen auf ganz natiirliche Weise
zur Eichinvarianz der Schrodinger-Gleichung fiihrt.

Wir betrachten zunédchst den stationdren Fall und schreiben gem#fl Formel
(4.123)

bp(w;0) = P(w;0)e ™ (4.124)
Setzen wir dies in die stationédre Schrodinger-Gleichung (4.50) ein:
[T(p) + V(x)|Ye(x; v) = EYvp(z; @) (4.125)

so erhalten wir fiir den von () unabhéngigen Faktor ¢g(x;0) die Schrodin-
ger-Gleichung

[T+ V() + V()] Ye(x;0) = EYp(z;0) (4.126)

36 Hermann Weyl (1885-1955), Gravitation und Elektrizitit, 1918; Raum — Zeit —
Materie, 1918. — Das ,,Prinzip der Eichinvarianz® hat er in Gruppentheorie und
Quantenmechanik (1928, § 12) auf die Wechselwirkung zwischen elektromagneti-
schem und Schrodinger-Feld eingeschrénkt.
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Die Bezeichnungen sind in dieser Form allerdings etwas verwirrend, deshalb

vertauschen wir ¥ g(x;¢) und ¥ g(x;0) in den letzten beiden Gleichungen.
Damit sind wir bei dem

Satz: Die Lisung g (x; @) der stationdren Schridinger-Gleichung

[T (p+ hVe(x)) + V(@) Ye(z; ¢) = EYe(x; ) (4.127)
ldsst sich in der Form
Vi (m; ) = Pp(w;0)e @ (4.128)
schreiben, wobei Vg (x;0) die Lisung fir den feldfreien® Fall o(x) =
0 ust:
[T(p) +V(x)] YE(z;0) = EYg(x;0) (4.129)

Dieser Satz impliziert bestimmte Einschriankungen fiir die Modellierung ge-
wisser Felder:

Theorem: FEin zeitunabhdngiges Feld w(x), das nicht mit der Ge-
samtenergie E und nicht mit der charakteristischen Linge xq zusam-
men hdngt, geht in den Hamiltonian als additiver Gradienten-Term
zum kinetischen Impuls ein: T(p) — T(p + hV ), wobei (x) eine
dimensionslose Funktion von w(x) ist.

Es liegt nun nahe und ist fiir eine Interpretation der entsprechenden klassi-
schen Bewegungsgleichungen erforderlich, den Ausdruck (4.124) auf ein zeit-
abhéngiges Feld auszudehnen. Durch elementare Rechnung ergibt sich der

Satz: Die Lisung v(x,t;p) der zeitabhingigen Schridinger-Glei-
chung

o (@, 1:9) = [T (b + W, 1) + V() + o o(a, 1) 4(a. )
(4.130)
lisst sich in der Form
(@, t;9) = p(x, t;0)e P @D (4.131)
schreiben, wobei (x,t;0) die Lisung fir den feldfreien® Fall
o(x,t) =0 ist:

(e, 50) = [1(6) + V(@) (e, 1:0)  (4152)

In diesem Satz driickt sich die Eichinvarianz der zeitabhingigen Schrédinger-
Gleichung aus: Sie ist invariant gegeniiber einer ,,Umeichung® der (Phase der)
Wellenfunktion: [1]e’® — |1)]e’*~%, wenn gleichzeitig der kartesische Impuls:
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MU = Pkart = Pkan — Pkan + PV, und das skalare Potenzial: V — V + h% ®,
auf die durch Gleichung (4.130) beschriebene Weise ,,umgeeicht* werden.

Im Rahmen der genuinen Klassischen Mechanik (Wechselwirkung nur
durch StoBe) gibt es keinen Anlass, diese Symmetrie zu untersuchen. Zwar
sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen invariant gegeniiber der Ver-
schiebung (,, Umeichung®) von Impuls und Potenzial um jeweils irgend eine
konstante Grofle, doch ist diese ,globale Eichsymmetrie“ nurmehr eine ma-
thematische Verschiebung von Integrationskonstanten. Denn physikalisch sind
diese Konstanten durch den Zustand der Ruhe (siehe § 3.2.2) bzw. durch den
Arbeitsvorrat (siehe § 3.3.3) festgelegt.

Die dem Hamiltonian in Gleichung (4.130) entsprechende Hamilton-Funkti-
on lautet

1 0
H(pxan, ,t) = 5 [Pran + thp(a:,t)]2 +V(x)+ hggp(:c,t) (4.133)

2m
Hierin sind hVp(z,t) und hp(x,t) lokale Umeichungen des kartesischen Im-
pulses bzw. der potenziellen Energie. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen lauten (vgl. § 3.1.2)

% = fakanH(pkan; x,t)= % [pkan(t)+hv90 (z(t), t)] =v(t) (4134)
d]zlktan _ —O%H(pkan,w,t) _ dmu(t) — ZtVSD (z(t),t)] (4.135)

— — [o(D)AV] Vg (@(t), ) = VV (2(t)) — Vhg (@(t),t)  (4.136)

Nun ist £V (2(t),t) = [v(t) - V] Ve (z(t), t)—i—%VgD (x(t),t), so dass sich die
zweite Gleichung (4.134) auf die Bewegungsgleichung £muv(t) = —VV (z(t))
fiir den kartesischen Impuls reduziert. Hierin driickt sich die lokale Eichsym-
metrie der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen aus.

Wir miissen nun noch kléren, wie sich diese Ergebnisse mit der Forderung
vertragen, dass zeitunabhiingige externe Felder (Potenziale) in das betrach-
tete System zu integrieren seien (siehe § 3.4.2). Da die potenzielle Energie
unausweichlich mit der Gesamtenergie verkniipft sind, kehren wir zur Zu-
standsidnderungsgleichung (3.36) zuriick, um Felder einzufiihren, die keinen
Einfluss auf die Gesamtenergie ausiiben.

Offensichtlich gehen in die Zustandséinderungsgleichung (3.36) keine Kriifte
ein, die senkrecht zu ds = vdt wirken. Der allgemeinste Ausdruck fiir derar-
tige Krifte lautet v(t) x F L (t,z,v,a,...) (a = d®z/dt?)*". Das bekannteste
Beispiel hierfiir ist die Kraft, die ein Magnetfeld der Stdrke B auf eine elektri-
sche Ladung ¢ ausiibt: gv x B (Lorentz, 1895). Die entsprechende Hamilton-
Funktion lautet (Fick, 1988, 1.2 § 5b)

H(pran, @, 1) — ﬁ (Pran(t) — qA(w, £)]2 (4.137)

37 Private Mitteilung von Lipschitz an v. Helmholtz, s. Uber die Erhaltung der Kraft,
Zusatz 3 (1881).
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Hierin sind pyxan, = mv + ¢A der kanonische Impuls und A das Vektorpoten-
zial: B = V x A. Nach dem Fundamentalsatz der Vektorrechnung lésst sich
der Vektor A wie jeder Vektor als Summe eines Gradienten- und eines Wir-
belfeldes darstellen. Der Gradientenanteil triagt wegen V x V = 0 nichts zum
Magnetfeld bei. Es ist deshalb nur konsequent, dass sich der Gradienten-, nicht
aber der Wirbelanteil aus dem Hamiltonian in die Phase der Wellenfunktion
transformieren lisst. Diese Phase ldsst sich experimentell messen (Aharonov-
Bohm-Effekt, siehe § 8.8.3).

Aufgabe: Diskutieren sie die Aussage, dass die Symmetrie der Erscheinungen
im allgemeinen geringer ist als die der Grundgesetze, aus der sie hervorgehen,
anhand der Kepler-Bahnen! Hinweis: Zee, Fearful Symmetry, 1999, S.12.

Aufgabe*: Ein Magnetfeld B iibertrigt keine Energie auf ein punktférmige
Ladung ¢. Demzufolge iibertragt ein Koérper mit der Ladung g auch keine
Energie auf das Magnetfeld B. Ist das eine Erklarung fiir die Gleichung VB =
07

Aufgabe*: Ist in dem Ausdruck ds = vdt mit v die Eulersche Zustandsgrife
Geschwindigkeit gemeint oder nur die zeitliche Verdnderung des Bahnpara-
meters s?

4.6 Beispiel: Bloch-Elektronen

Um den soeben abgeleiteten Formalismus der Wellenmechanik zu veranschau-
lichen, betrachten wir als erste Anwendung die elementare Beschreibung von
Elektronen in Kristallen. Wir werden darauf in spiteren Kapiteln aufbauen.
Dank der Symmetrie der Kristallgitter ist die Theorie der Kristalle in vie-
lem entschieden einfacher als die Theorie der ungeordneten (mithin weniger
symmetrischen) Festkorper oder gar die der Fliissigkeiten und Gase. Unser
Konzept der Begrenzungsfunktionen wird uns das Blochsche Theorem quasi
aus dem Handgelenk schiitteln.

4.6.1 Symmetrie des Kristallgitters —
Symmetrie der Wellenfunktion

Die hervorragendste Eigenschaft der Kristalle ist die Symmetrie des Kri-
stallgitters.’® Bemerkenswerterweise gibt es nur endlich viele verschiedene,

38 Eine Symmetrie-betonte Darstellung der Festkérpertheorie gibt Altmann, Band
Theory of Solids: An Introduction from the Point of View of Symmetry, 1994.
Cracknell, Angewandte Gruppentheorie, 1971, enthilt neben einer ausfiihrlichen
Einfiihrung Originalarbeiten zur Symmetrie der elektronischen und der Schwin-
gungsspektren von Molekiilen und Kristallen. Wichtige Originalarbeiten wurden
auch in Knox & Gold, Symmetry in the Solid State, 1964, nachgedruckt.
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Kristallpotenzial [willkiirl. Einh.]

o 1 2 3 4 5 6 7
Position im Kristallgitter [willkiirl. Einh.]

Abb. 4.1. Eindimensionales periodisches Kristallpotenzial V(z) = V(x + 7); die
Minima befinden sich an den mit Atomen besetzten Gitterplitzen (schematisch)

némlich die 14 Bravais-Gitter?®. Das heifit, es treten nur endlich viele dis-
krete Symmetrien auf.

Fiir die Elektronen im Kristall fithrt die Anderung der Raumsymmetrie
infolge der gitterperiodischen Anordnung der Atome zu einer drastischen Mo-
difikation des Impulses und der Energie der Elektronen als Funktion dessel-
ben. Insbesondere tritt an die Stelle des klassischen Impulses der sogenannte
Quasi-Impuls als Erhaltungsgrofie. Die Eigenschaften der Elektronen nehmen
die Periodizitdt des Gitters an.

Das Bloch-Elektron? ist eine elektronische Einteilchen-Elementaranre-
gung*!' im periodischen Kristallpotenzial des als starr angenommenen Gitters
(siehe Abb. 4.1),

Va(r) = Z V(r + G); {G} - Gesamtheit der Gittervektoren (4.138)
G

Seine stationédren Eigenschaften werden durch die Losungen der Schrodinger-
Gleichung

Halr)itr) = [~V + V()] w() = B 0(r) (4.139)

beschrieben.

39 Auguste Bravais (1811-1863), Abhandlung tiber die Systeme von regelmdssig auf
einer Ebene oder im Raum vertheilten Punkten, 1848.

40 Felix Bloch (1905-1983, Nobelpreis 1952), Uber die Quantenmechanik der Elek-
tronen im Kristallgitter, 1928; Bemerkungen tber die Elektronentheorie des Fer-
romagnetismus und der elektrischen Leitfihigkeit, 1929.

41 Wir werden auf dieses Konzept im § 6.3.2 niher eingehen.



4.6 Beispiel: Bloch-Elektronen 105

Nun besitzen die Begrenzungsfunktionen die Gittersymmetrie des Hamil-
tonians:

Fp(r+ @) = [Yp(r + G)* = Fp(r) = [vp(r)[’ (4.140)

In Ubereinstimmung mit dem Wignerschen Theorem (siehe § 4.5.1) gilt also:
Wenn die Funktion ¢ g(r) eine Losung der Gleichung (4.139) ist, dann ist auch
die Funktion ¢ (r + G) eine Losung, und beide unterscheiden sich héchstens
durch einen r-unabhéngigen Phasenfaktor voneinander:

Vp(r+G) =™ yp(r) (4.141)

Hieraus folgt schlielich das

Blochsche Theorem Die zeitunabhingige Fin-FElektronen-Wellenfunktion
lasst sich in der Form

Vp((r) = Yu(r) = unk(r)eik'r; Unk(T) = Unk(r + G) (4.142)
nebst
E=FE,r=FE,k+k; K - reziproker Gittervektor: KG = (4.143)

schreiben (Bloch, 1928).42

Das heifit, die Energie unterteilt sich in sogenannte Béinder und héngt inner-
halb eines Bandes vom Quasi-Impuls k£ ab. Wenn nicht anders angegeben,
soll der Bandindex n auch den Spin-Index o enthalten. Ohne &ufleres Ma-
gnetfeld ist das aus allen Vektoren K gebildete reziproke Gitter selbst dann
inversionssymmetrisch: E, , = E, _g, wenn das direkte Gitter {G} kein In-
versionszentrum besitzt (Kramers-Theorem®?).

Die Bewegung in einem periodischen Potenzial ist widerstandsfrei, denn
die an den Atomriimpfen entstehenden Streuwellen tiberlagern sich kohérent,
so dass immer wieder die Bloch-Wellenfunktion (4.142) entsteht. Infolgedes-
sen bewegen sich die Bloch-Elektronen allerdings so, als wére ihre trége
Masse nicht gleich der (skalaren) Masse des freien Elektrons, sondern eine
zustandsabhéngige tensorielle Grofle im k-Raum, ndmlich der sogenannte
Effektivmassen-Tensor m,k. Dieser wird iiber sein Inverses definiert:

Mg =D °Vieo ViBug; Mgk = Mg ket K (4.144)

42 Das Blochsche Theorem ist eine dreidimensionale Fassung des Floquetschen Theo-
rems aus § 3.1.4. — Merke: Es gibt auch andere Formen!

43 Hendrik Antoon Kramers (1894-1952), Proc. Acad. Sci. Amsterdam 33 (1930)
959ff. — Genau genommen, sind die Zustinde |n 1 k) und |n | —k) entartet (1, |
— einander entgegengesetzte Spinrichtungen). Siehe auch Wigner, Uber die Ope-
ration der Zeitumkehr, 1932.
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Seine Komponenten sind ebenfalls periodisch (natiirlich beziiglich des rezi-
proken Gitters), und ohne dufleres Magnetfeld gilt wegen E,, = E,, _ auch
mn,k = mn,—k-

Die mittlere Geschwindigkeit eines Bloch-Elektrons im Zustand E,j ist
gleich der Gruppengeschwindigkeit des entsprechenden Wellenpaketes; und
auch diese beiden sind konsequenterweise gitterperiodisch?4:

vk = (k| D k) = VB = otk s (4145)
Ohne dufleres Magnetfeld gilt wegen E,, = E,, _ auch v, = vy, k.

Die Beziehung (4.145) ist ein niitzlicher Test fiir Bandstrukturmodelle,
insbesondere fiir die Konsistenz ihrer Definition des Impuls- bzw. Geschwin-
digkeitsoperators. Bei dufleren Feldern kommen weitere Glieder hinzu.

Aufgabe*: Zeigen Sie, dass die mittlere Elektronendichte gitterperiodisch ist
und dass wegen der Ladungsneutralitit des Gesamtkristalls die mittlere
Gesamt(!)-Stromdichte verschwindet!

4.6.2 Lokalisierte Wellenfunktionen. Niherung der festen Bindung

Oft ist es vorteilhaft, Wellenfunktionen zu verwenden, die nicht iiber den
gesamten Kristall, sondern im wesentlichen nur iiber einige Gitterzellen aus-
gedehnt sind. Der einfachste Weg zu derartigen Funktionen besteht in der
diskreten Fourier-Transformation der Bloch-Funktionen (4.142):

1 1.BZ )
wn(r — R) = gof—— —ik Ry, 4.146
del 7 Zk: e P (r) (4.146)
1 Kristall )
Uk (T) = i > e*Bu,(r—R) (4.147)
R

(BZ - Brillouin-Zone*®; N — Anzahl der Gitterplitze R, diese unterscheiden
sich von den Gittervektoren G um die Lage der Atomriimpfe innerhalb einer
Elementarzelle). Dies sind die Wannier-Funktionen®6. Sie sind iiblicherweise
um die Gitterplédtze R lokalisiert, und man kann sie sich als durch das soge-
nannte Kristallfeld (Bethe, 1929%7) modifizierte, orthonormierte Atomorbitale

44 Jones & March, Theoretical Solid State Physics, Vol.1, 1973, App. Al.5; hier
findet sich auch die Verallgemeinerung auf ein nichtlokales Potenzial.

45 Léon Brillouin (1889-1969), Quantenstatistik, 1931. — Siehe auch Bouckaert, Smo-
luchowski & Wigner, Theorie der Brillouin-Zonen und die Symmetrieeigenschaf-
ten der Wellenfunktionen in Kristallen, 1937; Jones, The Theory of Brillouin
Zones and FElectronic States in Crystals, 1960.

46 Gregory H. Wannier (1911-1983), Structure of Electronic Baxcitation Levels in
Insulating Crystals, 1937.

47 Hans Albrecht Bethe (1906-2005, Nobelpreis 1967), Termaufspaltung in Kristal-
len, 1929.
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0,5

0,5

Wannier-Funktion [willkiirl. Einh.]

-6 -4
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ta
=
o

Gitterplatz

Abb. 4.2. Lokalisierung der Wannier-Funktionen (schematisch); die Oszillatio-
nen entstehen durch die Orthogonalisierung und sind je nach Material bis zu den
fiinft(!)néchsten Nachbarn signifikant

vorstellen.*® Infolge der Orthogonalisierung der atomaren Wellenfunktionen
zu denen der Nachbaratome ist diese Lokalisierung jedoch deutlich schwécher
als die der Atomorbitale der Einzelatome, vergleiche Abb. 4.2.

Die Bloch- und die Wannier-Darstellung sind komplementér zueinander
und widerspiegeln einander ergénzende Aspekte der Kristallphysik (Joffe,
19574%; Ewarestow, 1982, S.85). Im direkten Gitter sind dies die Fernordnung
und die lokale Umgebung der Gitterbausteine. Im reziproken Gitter liefern
entsprechende N&herungsmethoden brauchbare Beschreibungen in der Umge-
bung ausgewihlter Punkte des k-Raumes bzw. fiir den gesamten k-Raum.

Da die Wannier-Funktionen nicht gitterperiodisch sind, sind sie keine Ei-
genfunktionen des gitterperiodischen Hamiltonians; vielmehr lautet dessen
Wannier-Darstellung

(wn(r — R)| Ha(r) o (r — R'))

| LBZ o A | LBZ /
=N > IR RAR) (1 ()| Ho(7) [ (7)) = > eR(BR)5 B

kK’ k

(4.148)

8 Hierauf beruht die Anwendung der LCAO-Methode (LCAO = Linear Combina-
tion of Atomic Orbitals) der Quantenchemie (Pauling, The Nature of the Chemical
Bond and the Structure of Molecules and Crystals, 1960) auf Kristalle, siche z. B.
Slater & Koster, Simplified LCAO Method for the Periodic Potenzial Problem,
1954; Lewin, Einfiihrung in die Quantenchemie des Festkorpers 1974; Ewarestow,
Quantenchemische Methoden in der Festkérpertheorie, 1982.

49 Abram Fjodorowitsch Joffe (Ioffe, Joffé; 1880-1960), Physik der Halbleiter, 1957.
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Doch zeigt sich die Kristallsymmetrie darin, dass die sogenannten Hopping-
Integrale

(wn(r — R)| Hg(r) |wa(r — R)) =To(R—R)); R#R  (4.149)

nur von den Abstandsvektoren R — R’ abhéngen und gewisse lokale Symme-
triebeziehungen erfiillen (Slater & Koster, 1954).

In der Néherung starker Bindung (tight-binding approximation — TBA)
wird die Ausdehnung der Wannier-Funktionen als auf einige wenige Nachbarn
im Gitter beschriinkt gedacht.’® Hierbei hat die Empirische Tight-Binding-
Methode (ETBA)®! gezeigt, dass in vielen Fillen in guter Niherung

1. die lokalen Energien [das sind die Diagonal-Matrixelemente des Hamilto-
nians in Gleichung (4.139)],

E, = (@n(r)| Ha (r) [on(r)) (4.150)

[On(7) — atom&hnliches Orbital] gleich den atomaren Eigenenergien sind
und

2. die Nichtdiagonal-Matrixelemente (4.149) fiir néchste Nachbarn (NN) auf
hochst einfache Weise von deren Abstand d = |R — R'| abhéngen:

Tt = (@0 (r = R)| Ha(r) |@n (r — R)) ~ no h2/md®  (4.151)

(Nnn — yuniverseller Parameter fiir die betrachtete Valenzbindung; nn’
symbolisiert hier den Bindungstyp: sso, ppo, ppm u.s.w.).

Diese Formeln sind besonders fiir halbquantitative Berechnungen geeignet,
z.B. fiir die Abschéitzung von Deformationspotenzialen (siehe § 8.7.3) sowie
fiir das Auffinden und die Voraussage chemischer Trends."2

Als Komplement hierzu kann man die Effektivimassen(k - p)-Methode als
Hiickel-Methode®® an der Bandkante betrachten, denn die Bloch-Funktionen
entsprechen den Molekiil-Orbitalen.

50 Sommerfeld & Bethe, Elektronentheorie der Metalle, 1933; Madelung, Introduc-
tion to Solid-State Theory, 1996, Kap. 8; Frohlich, Localized versus Band Model of
Electrons in Solids, 1968; P. W. Anderson, Localized Orbitals for Molecular Quan-
tum Theory: The Hiickel Theory, 1969; Ehrenreich, Seitz & Turnbull (Hrsg.), Solid
State Physics, Bd. 35 (1980).

51 Tn ihr werden die Matrixelemente des Hamiltonians nicht berechnet, sondern
durch Anpassung der theoretischen Bandstruktur an experimentelle Ergebnisse
gewonnen (Harrison, 1980).

52 Siehe z. B. Harrison, Electronic structure and the properties of solids, 1980; Enders,
Universal Tight-Binding Parameters for Cubic IV-VI Compounds, 1983; Ders., El-
ectronic Structure of Group-V Semimetals: Tight-Binding Parameter Estimation
from Chemical Trends, 1984.

%3 Ernst Hiickel (1896-1980), Grundziige der Theorie ungesittigter und aromatischer
Verbindungen, 1938.
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Fiir ein eindimensionales Gitter mit ausschliefilich Néchster-Nachbar-
Wechselwirkung iiber s-artige Niveaus ergibt sich die elektronische Bandstruk-
tur zu®*

k
E. = E, + 2T, s, cos (277K) (4.152)

Bereits diese allerelementarsten Ausfithrungen verdeutlichen, dass die elek-
tronischen Eigenschaften von Festkorpern wesentlich von Quanteneffekten be-
stimmt sind.

54 Bloch, Uber die Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern, 1928; Bethe,
Zur Theorie der Metalle I: Eigenwerte und Eigenfunktionen der linearen Atom-
kette, 1931.



5. Vom Ein-Teilchen- zum
Viel-Teilchen-System

Die meisten quantenmechanischen Systeme bestehen nicht aus einem, sondern
aus mehreren (Elektronenhiille der Atome) oder sogar sehr vielen Teilchen
(Festkorper). Wihrend bei klassischen Systemen die hierbei zutage treten-
den qualitativ neuen Erscheinungen priméir mathematischen Ursprungs zu
sein scheinen (wie die Nichtintegrabilitit der Newtonschen Bewegungsglei-
chungen im berithmten Dreikérperproblem oder das sogenannte chaotische
Verhalten gewisser nichtlinearer Systeme), treten bei Quantensystemen phy-
sikalisch neue Eigenschaften zutage, ohne dass die mathematischen Mittel und
Methoden betroffen sind. Als Vorzug unserer nichtklassischen Darstellung der
Energie und der Beriicksichtigung des Newton-Eulerschen Zustandsbegriffes
brauchen wir diese neuen Eigenschaften nicht per Postulat in die Theorie
einzufiihren, sie werden uns grofitenteils fast von selbst in den Schof fallen.

5.1 Systeme aus zwei Teilsystemen

Fast alle uns interessierenden Viel-Teilchen-Effekte lassen sich bereits an ei-
nem System aus zwei Teilchen untersuchen, wir beginnen deshalb mit diesem.

5.1.1 Der allgemeine Fall

Wir verallgemeinern jetzt unseren Zugang zur Quantenmechanik auf den Fall,
dass sich zwei Korper in einem gemeinsamen Potenzial bewegen oder zwei Sys-
teme ein Gesamtsystem bilden. Dabei sehen wir zunéchst von der Méglichkeit
ab, dass die beiden Korper beziehungsweise Systeme einander gleich sind.
Dazu beginnen wir wieder mit den stationdren Zustdnden. Wenn die bei-
den Teilsysteme nicht mit einander wechselwirken, ist die Hamilton-Funktion
des Gesamtsystems einfach die Summe der Hamilton-Funktionen der beiden
Teilsysteme. Fiir zwei harmonische Ostzillatoren, zum Beispiel, heifit das

H(zy,w2;p1,p2) = H(x1,p1) + H(w2,p2)

K1 1 Ko 1
1 P+ ?c% + ml’% (5.1)
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Die klassische Zustandsgleichung fiir ein solches System lautet natiirlich
H (21(t),z2(t); p1(t), p2(t)) = const = E = Ey + E (5.2)

Fiir das nichtklassische Gesamtsystem fithren wir in volliger Analogie zum
Einteilchen-System (siehe § 4.2.3) die Zweiteilchen-Begrenzungsfunktionen
Fg(z1,29) und Gg(p1,p2) ein:

Vénkl)(a?h x2) — FE($1/$07$2/330)V(x1’x2) <F

Gglkl)(phm) = Gp(p1/po,p2/po)T(p1,p2) < B

(5.3)

Die nichtklassische Darstellung des Energiesatzes lautet dementsprechend (un-
ter Fortlassung von zy und pg, wenn sie keine Rolle spielen)

+00 +oo
[ Fe(z1,22)V(x1,22)dridrs [ Gg(p1,p2)T(p1,p2)dpidps
E=== — + = = (5.4)
| Fg(z1,x2)dzdxs | GEe(p1,p2)dpidps

— 00 — 00

Diese Darstellung braucht offensichtlich nicht modifiziert zu werden, wenn
die beiden Teilsysteme iiber eine rein orts-, Viyw(x1,x2), oder iiber eine rein
impulsabhiingige Funktion, Tww (p1, p2), miteinander wechselwirken.

Fiir die Begrenzungsfunktionen setzen wir Fg(z1,22) = |¢g (21, z2)|” und

2 . . .
Gg(p1,p2) = |¢e(p1,p2)|”. Die Amplituden ¢g(x1,z2) und ¢g(p1,p2) sind
zweldimensionale Fourier-Transformierte voneinander:

+oo
1 —i(g x
Vp(w1,m2) = 5— / e RO (py po)dprdpa; - (5.5)
—00
+oo
<Z5E(p1,p2) = % 6%(961;014_:62[)2)1%5(1‘1,.Z'Q)dxldl’z (5.6)

Wir gelangen auf diese Weise zur stationdren Zwei-Teilchen-Schrédinger-
Gleichung

H(xy,x2)p(21,22) = EYp(x, v2); H(p1,p2)¢E(p1,p2) = E¢p(p1,p2)
(5.7)

Fiir von einander isolierte Teilsysteme ist natiirlich — analog zu Gleichung
(5.1) —

H(xy,29) = H(x1) + H(xy) (5.8)

und die Losung des Gesamtsystems separiert in die der beiden Einzelsysteme:
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VYp(x1,22) = Ve, (21)VE, (22); Ei.+E,=FE (5.9)

Es war deshalb gerechtfertigt, in die Fourier-Transformation (5.5) sofort #
einzutragen.

Die Verallgemeinerung auf mehrdimensionale sowie auf beliebig viele Quan-
tensysteme ist offensichtlich. Insbesondere folgen aus der Fourier-Transforma-
tion (5.5) die bereits in den Gleichungen (5.7) verwendeten Beziehungen (f
sei die Anzahl der Freiheitsgrade)

0
ox i
0
Op;

ﬁz¢E(z1$f) = —ih Q/JE(I’l...LL‘f);

2i¢op(p1...pf) = +ih=—adr(p1...pr); i=1---f

Mithin gelten die Vertauschungsrelationen
.’)Aﬁiﬁj - ﬁj.’fil = ihéij; i,j =1--- f (510)

Aufgabe: Beweisen Sie, dass N gleiche lineare und ein isotroper N-dimensiona-
ler Quantenoszillator isospektral sind! Hinweis: Diskutieren Sie die jeweiligen
Schrodinger-Gleichungen und deren Losungen!

5.1.2 Klassische Systeme aus zwei gleichen K6rpern

Ein klassisches System moége nun zwei gleiche Korper im Sinne Helmholtz’!
enthalten. Wir nennen zwei K6rper eines Systems insbesondere dann einander
gleich, wenn sich durch ihre Vertauschung die physikalischen Eigenschaften des
Systems nicht d&ndern. Letzteres ist gegeben, wenn die Hamilton-Funktion in-
variant gegeniiber der Transposition (z1 <> 22, p1 <> p2), mithin symmetrisch
in den Orts- und Impulsvariablen dieser beiden Korper ist:

H(z9,21;p2,p1) = H(x1,22; 1, p2) (5.11)

Das gleiche gilt mutatis mutandis fiir den Fall, dass zwei gleiche Systeme
zu einem Gesamtsystem gehoren.

Diese Permutationssymmetrie gilt offenbar auch fiir den Fall, dass die bei-
den gleichen Teilsysteme miteinander wechselwirken, denn jede Asymmetrie
wiirde ein Teilsystem vor dem anderen auszeichnen, wofiir es wegen deren
Gleichheit keinen Grund gibt. Als Beispiel hierfiir fithren wir zwei gleiche
harmonische Oszillatoren mit harmonischer Kopplung an:

=

1
H(zy,m9;p1,p2) = = (21 +23) + =— (b1 +p3) +

Kww (
2 2M

5 r—x2)° (5.12)

! H. von Helmholtz, Einleitung zu den Vorlesungen tiber Theoretische Physik, 1903,
§10.
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Wenn aber die Erhaltungsgrofien von einem solchen Austausch unberiihrt
bleiben, dann erlaubt die Kenntnis allein ihrer Werte es nicht, zwei gleiche
Korper beziehungsweise Teilsysteme voneinander zu unterscheiden: Beziiglich
dieser Information sind sie ununterscheidbar.?

Der physikalisch relevante Konfigurationsraum ist demnach nicht der Eu-
klidische Raum der 6 Ortskoordinaten der zwei Kérper (beziehungsweise Teil-
systeme): Vielmehr sind alle Punkte als dquivalent zu behandeln, die durch
die Vertauschung der beiden Kérper auseinander hervorgehen; und diejenigen
Punkte, die dem Eulerschen AusschlieBungsprinzip (siehe § 3.2.1) widerspre-
chen, miissen ausgeschlossen werden (vgl. Laidlaw & DeWitt, 1971). Das fiihrt
zu topologischen Effekten, auf die wir in Kiirze zuriickkommen werden.

5.1.3 Quantensysteme aus zwei gleichen Teilchen

Da es fiir einfache Systeme keinen Grund fiir eine Symmetriebrechung gibt
(vgl. Shapere & Wilczek, 1989, Kap.7), erwarten wir, dass diese klassischen
Uberlegungen cum grano salis auch fiir die entsprechenden nichtklassischen
Systeme gelten. Demzufolge sind kraft ihrer Definition (5.3) auch die Begren-
zungsfunktionen symmetrisch:

Fg(z2,21) = Fe(z1,22); GE(p2,p1) = Ge(p1,p2) (5.13)

Um dieser Symmetrie ganz allgemein Geniige zu tun, setzen wir?

Fr(a1,w2) = W™ (@1, 22)[;

F (@1, 20) = JpelrElEnT) WE(%,CQ) + eim”@zE(xz,%)] ;
(5.14)

2
GEe(p1,p2) = ‘fﬁ%n(]?bpz)
%" (p1,p2) = %eiéE(m’pz‘) {QBE(Pth) + emeéE(Pzam)}

)

mit noch zu bestimmenden Phasen yg(z1,22), dr(p1,p2), men, und npm
(mg, ng ganzzahlig). Die Symmetrie der Funktionen ¢ g (21, 22) und ¢g(p1, p2)
2 Es kommt eben nicht auf die Markierbarkeit an (ein eher anthropomorphes Argu-
ment, vgl. Bach, Indistinguishable Classical Particles, 1997, Kap.1; Enders, Equa-
lity and Identity and (In)distinguishability in Classical and Quantum Mechanics
from the Point of View of Newton’s Notion of State, 2004). — Ich danke Prof. J.
Schnakenberg fiir den Hinweis auf die Klassische Statistische Mechanik ununter-
scheidbarer Korper.

Im Ein-Teilchen-Fall hat uns das konstruktive Garantieren der Eigenschaften
Fg(z) > 0 und Ge(p) > 0 zu den Wellenfunktionen 9 g(z) und ¢g(p) gefiihrt.
Vgl. auch den Kunstgriff f(k) := g(k) + g(—k), der die Eigenschaft f(—k) = f(k)
sichert (Achieser & Berestezki, 1962, S.3). — Die allgemeine, mathematisch strenge
Behandlung der Permutations-Symmetrie ist durchaus nicht trivial (siehe z.B.
Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik, 1928, Abschn.V.C), wir bendtigen
hier den allgemeinen Formalismus aber nicht.
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gegeniiber dem Austausch x1 < xo beziehungsweise p; <> po spielt nun keine
Rolle mehr.

Um diese Phasen ndher zu bestimmen, wenden wir das Wignersche Theo-
rem (§ 4.6.1) auf die Permutationssymmetrie der Wellenfunktion ¢ ;"™ (x1, z2)
an. Es ist Ry, (21, z2) = el wy ™ (z9,11), wobei pEl’Q) eine Koordinaten-
unabhéngige Phase ist. Zu jedem moglichen Zustand F gehoren demnach stets
mindestens die folgenden zwei Wellenfunktionen (der Zustand F kann entartet
sein, das ist fiir unsere Argumentation aber ohne Belang):

1) B, a2) (5.15)
(2) R(/)E’m (xh :L'Q) — 61‘10551’2)eimEﬁei[’YE(302,911)—"/E(ﬂh,902)]1/)}3’”””(x17 302)
(5.16)

Infolge der Antisymmetrie des Ausdruckes [yg(z2,21) — ve(21,x2)] sind die
Funktionen (1) und (2) aber nicht zwei linear unabhéngige Losungen der sta-
tiondren Schrodinger-Gleichung, sondern unterscheiden sich hochstens durch
einen ortsunabhiingigen Phasenfaktor. Die Differenz [yg(z2,x1) — v (21, 22)]
kann daher in die Phase p( 2)
lenfunktionen im Impulsraum.

Nach zweimaliger Vertauschung der Koordinaten haben wir

absorbiert werden. Analoges gilt fiir die Wel-

R2pp(ay,29) = Rei”%z)wg(mz,xl) = ¢irs” ‘pg 1>¢}3 (w1, 22)
RQ m _R ip<1’2> m _ ip(l’Z) zp
PR (p1,p2) = Ree™ ¢ (p2, p1) = €' = g (pr, po)

Zunichst wollen wir annehmen, dass sich hierbei iiberhaupt nichts dndert:
R? =1, pg 2 = ,053 Y Dann erwachsen aus den Gleichungen (5.14) die zwei

Moglichkeiten mp = 0 und mg = 1 nebst

(5.17)

Fp(x1,22) = |98 (21, 22)?;
Vg (71, 22) =

Ge(p1,p2) = \¢7£(P1,P2)|2; .
o (p1,p2) = 7 [éE(pl,m) + eimEWQEE(Pz,m)]

[@E(iﬂl, x3) + €M ET g (22, Cﬂl)}

Sl

(5.18)

Da die Funktionen 9% (x1,22) und ¢'%(p1,p2) Fourier-Transformierte (5.5)
voneinander sind, sind ihre Phasenparameter gleich: ng = mg.

Nun gilt fiir beliebige permutationssymmetrische Hamiltonians die Bezie-
hung (Pauli, Wave Mechanics, §35)

/ ’l/_};?nE (xla $2).H(1'1, T2, t)¢ngl (xlv x?)dmlde

—00

/qu (p1,p2) H(p1, p2, ) (p1, p2)dp1dpz ~ Smpmy,,  (5.19)
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Deshalb sind die Phasen mg7m vom Zustand E unabhingig: Ein System be-
sitzt entweder nur symmetrische: wg (21, x2), oder nur antisymmetrische Wel-
lenfunktionen: ¢z (x1, z2), mit

VE (2, 21) = £0F (1, 22); 5 (p2,p1) = £05(p1,p2) (5.20)

Wir werden sehen, dass diese Symmetrieeigenschaft auf das engste mit den
statistischen Eigenschaften der jeweiligen Systeme verkniipft sind: Die sym-
metrischen Wellenfunktionen beschreiben Bosonen, die antisymmetrischen —
Fermionen.

Bezieht man den Spin oder andere Quanten-Koordinaten ein, so betrifft
die Permutationssymmetrie alle Koordinaten. Die fiir Atome wichtige Eintei-
lung in Para- und Ortho-Zustinde (Heisenberg, 1926) spielt in den meisten
Festkorpern wegen der Vermischung der atomaren Zusténde bei der Bildung
der Bénder aber keine Rolle.

Wir kehren noch einmal zu den Beziehungen (5.17) zuriick. Eine genauere
topologische Analyse (Leinaas & Myrheim, 1977) zeigt ndmlich, dass die Pha-
sen der Wellenfunktion durchaus von dem Weg abhéngen, entlang dessen ein
Teilchen sich bewegt, wenn es topologisch infiquivalente Wege gibt.* Topolo-
gisch indquivalent sind Wege, die nicht durch eine kontinuierliche Deformation
ineinander iiberfithrt werden kénnen. Ein Beispiel hierfiir ist ein zweidimen-
sionaler Konfigurationsraum, aus dem die Punkte gleicher Orte der Teilchen
herausgeschnitten wurden. Ein solcher Phasenunterschied tritt im Aharonov-
Bohm-Effekt (siehe § 8.8.3) messbar zutage. Da die Phase im Prinzip be-
liebige Werte annehmen kann, heiflen die entsprechenden (Quasi-)Teilchen
Angyonen.® Sie sind der Schliissel zum Verstindnis des gebrochen-rationalen
Quanten-Hall-Effektes (Laughlin, 1998).

Aufgabe:

A) Geben Sie den Gesamtimpuls und die Gesamtenergie fiir zwei gleiche,
wechselwirkungsfreie Korper an! Hinweis: Siehe Eulers Weltmodelle 3 und
4 im § 3.2.3.

B) Andern sich die Eigenschaften des Gesamtsystems, wenn man die beiden
Korper gegeneinander austauscht?

C) Konnen die beiden Einzelimpulse p; o und Einzelenergien Ej o jeweils ei-
nem der beiden Korper eindeutig zugeordnet werden, wenn nur die Werte
des Gesamtimpulses und der Gesamtenergie bekannt sind?

Eine umfassende Darstellung derartiger geometrischer Phaseneffekte findet sich
in Bohm, Mostafazadeh, Koizumi, Niu & Zwanziger, The Geometric Phase in
Quantum Systems, 2003; viele wichtige Originalarbeiten enthélt Shapere & Wilc-
zek, Geometric Phases in Physics, 1989.

Wilczek, Magnetic flux, angular momentum and statistics, 1982; Ders., Quan-
tum mechanics of fractional-statistics particles, 1982. — Bisher wurden alle freien
Teilchen entweder als Bosonen oder als Fermionen identifiziert.
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Aufgabe: Zeigen Sie, dass ein Hamiltonian, der eine duflere Einwirkung auf ein
permutationssymmetrisches System beschreibt, das infolge dieser Einwirkung
permutationssymmetrisch bleibt, selbst permutationssymmetrisch in den Va-
riablen dieses Systems ist! Hinweis: Benutzen Sie qualitative Argumente!

5.2 Konsequenzen der Permutationssymmetrie
der Wellenfunktion

Wir beschriinken uns im folgenden auf die Wellenfunktionen (5.20), da wir
es in den nachfolgenden Beispielen nur mit Bosonen und Fermionen zu tun
haben werden. Wir werden sehen, dass selbst fiir Systeme aus untereinander
nicht wechselwirkenden Teilchen, fiir die der Unterschied zwischen ¢ (21, 2)
und ¥ (21, 22) bzw. ¢ (p1,p2) und ¢5(p1,p2) keine Auswirkungen auf den
Wert der Gesamtenergie (5.4) hat, dieser Unterschied nichtsdestotrotz ganz
wesentliche Konsequenzen zeitigt.

Die Notwendigkeit, die Permutationssymmetrie der Wellenfunktion zu
berticksichtigen zeigte sich historisch schnell bei der Interpretation der ato-
maren Spektren und der Streuexperimente.5

Aufgabe: Berechnen Sie die Energie (5.4) mit den Wellenfunktionen (5.18)!

5.2.1 Bosonen und Fermionen

Nach dem im vorigen Paragrafen Gesagten gibt es — unter Auflerachtlas-
sung der nur unter sehr speziellen Bedingungen als Quasiteilchen auftretenden
Anyonen — eine Klasseneinteilung auf der Menge der durch permutationssym-
metrische Hamiltonians beschriebenen Systeme”:

1. Systeme aus Bosonen, mit symmetrischen Wellenfunktionen; die System-
Zustinde werden gemif der Bose-Einstein-Statistik® besetzt (Systeme wie
der Oszillator besitzen keine Einteilchen-Zusténde);

2. Systeme aus Fermionen, mit antisymmetrischen Wellenfunktionen; die
FEinteilchen-Zustdnde des Systems werden gem#fl der Fermi-Dirac-Sta-
tistik? besetzt.

Heisenberg, Uber die Spektren von Atomsystemen mit zwei Elektronen, 1926; Op-
penheimer, On the quantum theory of electronic impacts, 1928; Mott, The exclu-
sion principle and aperiodic systems, 1929; Ders., The collision between two elec-
trons, 1930.

" Vgl. Pauli, Wave Mechanics, 2000, §35; Fowler, Statistical Mechanics, 1929.

8 Satyendra Nath Bose (1894-1974), Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese,
1924; Einstein, Anmerkung zu S. N. Boses Abhandlung < Plancks Gesetz und
Lichtquantenhypothese>>, 1924.

9 Enrico Fermi (1901-1954, Nobelpreis 1938), Zur Quantelung des idealen einato-

migen Gases, 1926; Dirac, On the Theory of Quantum Mechanics, 1926.
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Zu den Bosonen gehoren beispielsweise die Anregungen des Quanten-Oszilla-
tors und die mit diesem Modell beschreibbaren Teilchen wie Phononen und
Photonen — zu den Fermionen die Elektronen und die Quasiteilchen Bloch-
Elektron und Loch.

Zu welcher Klasse ein Teilchen gehort, kann letztlich nur experimentell
geklart werden. Hierbei muss der Spin auf analoge Weise einbezogen werden.
Bemerkenswerterweise gilt das

Spin-Statistik-Theorem Teilchen mit ganzzahligem (halbzahligem) Spin
sind Bosonen (Fermionen).*°

Aufgabe: Zeigen Sie, dass diese Einteilung auch fiir Systeme mit mehr als zwei
gleichen Teilchen gilt! Hinweis: Die Physik hidngt nicht von der Reihenfolge
der Nummerierung ab.

5.2.2 Die Besetzung von Zustinden: Austausch-Loch

Im Falle, dass die beiden Teilchen eines Systems nicht direkt miteinander
wechselwirken, haben wir

H(w1,w) = H(z1) + H(ws); H(p1,p2) = H(p1) + H(p2); (5.21)

VE@a) = —= [V 00D 2) & D ()i ()] (5.22)
G 01.22) = = [, (1) (02) £ G, (02) O, 01)]: (5.23)
Ei+E,=F (524)

Fiir 1 = @9 und p; = py verschwinden die Funktion ¢ (21, x2) beziehungs-
weise ¢z (p1, p2) identisch, und zwar unabhéngig davon, in welchen Zustinden
(E1, E5) sich die beiden Teilchen befinden. Es entsteht dadurch das Bestre-
ben zweier Fermionen, ,,geometrisch auseinander zu riicken“: das sogenannte
Austausch-Loch, und zwar im Orts- und im Impuls-Konfigurationsraum.

Diese indirekte Wechselwirkung ist ein reiner Quanteneffekt. Das Verhal-
ten im Ortsraum erinnert zwar an das Euler-Verbot (siehe § 3.2.1), es hat aber
nichts mit Undurchdringlichkeit zu tun. Denn die stationdren Wellenfunk-
tionen iiberlappen sich im gesamten Konfigurationsraum, und der Eulersche
Ortsbegriff ist gar nicht ohne weiteres anwendbar.!!

5.2.3 Die Besetzung von Zustinden:
Pauli-Verbot und Aufbau-Prinzip

Die Funktionen 9 (x1, x2) und ¥ (z1, z2) bzw. ¢ (p1, p2) und ¢~ (p1, p2) un-
terscheiden sich nicht nur fiir gleiche Argumente drastisch voneinander, son-
dern auch dann, wenn sich die beiden Teilchen (Subsysteme) in dem gleichen

10 pauli, The Connection between Spin and Statistics, 1940.
11 Siehe auch Mehra & Rechenberg, 2001, Bd. 6, Teil I, Abschn. IL.7 (b) Are Ele-
mentary Particle Impenetrable?
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Zustand befinden (Fy = E4):

b

V20, (21)¢8, (x2)
0

wghEl (I1, 1‘2) =

(5.25)
O, m, (D1, 2) = { v2¢s, (pé)(bEl (p2) }

Das identische Verschwinden der Funktionen ¢ 5 (z1,72) und ¢, B (p1,p2)
bedeutet, dass zwei Fermionen nicht denselben Ein-Teilchen-Zustand E; ein-
nehmen konnen. Das ist im wesentlichen der Inhalt des Pauli-Verbots'2.

Das Pauli-Verbot impliziert das Aufbau-Prinzip fiir fermionische Systeme:
Wenn sich ein Teilsystem im Grundzustand befindet, muss sich das zweite
Teilsystem in einem Zustand mit gréflerer Energie befinden. Wenn der Grund-
zustand zweifach entartet ist, gilt dies entsprechend fiir das dritte Teilsystem
u.s.w. Da sich die elektronischen Zustdnde der Atomhiille mit verschiedener
Energie qualitativ voneinander unterscheiden, ist die schier unerschopfliche
Vielfalt der Natur letztlich durch das Aufbau-Prinzip bedingt.

Wie das Austausch-Loch ist auch das Pauli-Verbot kein quantenmechani-
sches Analogon des Euler-Verbots. Denn es konnen sich beliebig viele klassi-
sche Korper in dem gleichen stationéren Zustand v = const (nebst E = const)
befinden, solange sie dabei verschiedene Orte einnehmen (vgl. Eulers Welt-
Modelle Nr. 3 und 4 im § 3.2.3).

5.2.4 Austausch-Wechselwirkung

Wenn die beiden Teilchen direkt miteinander wechselwirken — wie zwei Elek-
tronen vermittels der Coulomb-Wechselwirkung —, gibt es neben einer klas-
sisch interpretierbaren auch eine klassisch nicht interpretierbare Wechselwir-
kung, die sogenannte Austausch-Wechselwirkung.

Die Funktionen (5.18) fithren némlich zu Ausdriicken der Form

/\,(Z)fEE(xl’xQ)V(xlax2)¢§(fljl,x2)d$1d$2
:/JE(xhx?)V(xh552)1;E(9U175€2)d5€1d9€2 (5.26)
i/17)15(901,$2)V($1a$2)1§E(9§27$1)dx1d$2

Zur Veranschaulichung der rechten Seite dieser Gleichung nehmen wir in erster
Niherung an, dass das Wechselwirkungspotenzial Viyw (21, x2) so schwach ist,
dass die Separation (5.21) niherungsweise giiltig ist. Dann vereinfacht sich
dieser Ausdruck zu (E; # F)'?

12 Pauli, Uber den Zusammenhang des Abschlusses der Elektronengruppen im Atom
mit der Komplexstruktur der Spektren, 1925. — Pauli bezeichnete sein Ausschluss-
prinzip auch als , Wohnungsamt fiir dquivalente Bahnen“ (Brief an W. Wentzel
v. 8. Mai 1925; zit. nach Mehra & Rechenberg, 2001, Bd.3, S.286, Fn.383). — Das
Pauli-Verbot gilt nach Dirac (1933, S.324) fiir ,,beliebige Bewegungszustéinde“.

13 Heisenberg, Uber die Spektren von Atomsystemen mit zwei Elektronen, 1926.



120 5 Vom Ein-Teilchen- zum Viel-Teilchen-System

[ e (r,a) V(@) + Vi) + Viow(or,22)) G, 1, 01, 22)dord
~ [ 1, @) Ve [ 1o (a2) de
+ [ loe @ P ey [ 1w, (@) V(2)doy (5.27)
+/\1/JE1($1)|2VWW($1»$2) W, (2) | daydas

+ / Dy (1), (02) Vivw (21, 02) 0, (1), (09)dar1 s

Eingesetzt in die Formel (5.4) ergeben die beiden Wechselwirkungsglieder cha-
rakteristische Korrekturen zu den Energien E§02)
Teilchen:

der nicht-wechselwirkenden

B+ B =E® +E® 4 J 1$m, (21)|” VWW(;Elal’Q) \¢E;(~’C2)|2dl’1d$2
2 [ g, (@) [Wm, (22)|” doide,

[ Vg, (@1)YE, (22)Vivw (21, 22)V R, (21)YE, (22)d21dTs
2 [ g, (1)) [, (22)|” da1ds

+

(5.28)

Interpretiert man hier ndmlich WE|2 als eine Dichte im Zustand E, dann ist
der erste Wechselwirkungsterm analog zu der Wechselwirkungsenergie in einer
klassischen Kontinuums(Feld)theorie.'* Im zweiten Wechselwirkungsterm tre-
ten die Produkte v g, (21)¢g, (21) und ¥, (22)9 g, (22) auf, die zu Ubergingen
zwischen den Zustidnden E; und Es gehoren (Heisenberg, 1925; Born & Jor-
dan, 1925; Schrodinger, Dritte Mitteilung): die beiden Teilchen ,tauschen®
ihre Zustédnde, und daher rithrt der Name Austausch-Wechselwirkung fiir die-
sen Term.

Die Austausch-Wechselwirkung fiithrt bei Fermionen wegen des Vorzeichen-
wechsels gegeniiber der , direkten“ Wechselwirkung zu markanteren Effekten
als bei Bosonen, zum Beispiel zur kovalenten chemischen Bindung (Heitler &
London, 1927). Wir werden uns im § 8.5.2 ndher mit ihr befassen.

Aufgabe: Diskutieren Sie in Gleichung (5.27) (a) den Fall By = E5 und (b)
die Reellwertigkeit des letzten Gliedes!

' Diese Interpretation (Schrédinger, Dritte Mitteilung, §4) fithrt bekanntlich zu Wi-
derspriichen, doch ergibt die Interpretation als Ladungsdichte (nach Multiplika-
tion mit der Ladung des analogen klassischen Korpers, Schrodinger, Vierte Mittei-
lung, §7), als Gewichtsfunktion (Ebda.) oder als Wahrscheinlichkeitsdichte (Born,
Quantenmechanik der Stofiprozesse, 1926) die gleiche Analogie zur Klassischen
Physik.
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5.2.5 Verschrinktheit *

. hier [bei den nichtstationdren Abldufen] muf sich zeigen, ob die Interferenz
gedampfter ,, Wahrscheinlichkeitswellen® hinreicht, diejenigen Erscheinungen zu
erkldren, die anscheinend auf eine raumzeitlose Kopplung hindeuten.

(M. Born, 1926a, Einleitung)

Ein weiterer Quanteneffekt tritt immer dann auf, wenn die Wellenfunktion ei-
nes Systems aus scheinbar rdumlich separierten Teilsystemen nicht in ein Pro-
dukt von Subsystem-Wellenfunktionen separiert. Man nennt eine solche, durch
Erhaltungsséitze des Gesamtsystems bedingte Beziehung die Verschriankung
der Wellenfunktionen der Teilsysteme'®. Die Interpretation dieser, vor allem
als EPR-Paradoxon (Einstein, Podolsky & Rosen, 1935) bekannt gewordenen
Tatsache gehort zu den Kernthemen der Quantenphysik, deren Diskussion
nach wie vor anhiilt.'® Die erfolgreichen Labor-Demonstrationen der letzten
Jahre lassen auf vielversprechende Anwendungen in der Informationsiibertra-
gung hoffen.!”

Die Verschrinkung impliziert keine Fern-Wechselwirkung & la Newton-
sches Gravitationsgesetz (vgl. Abschn. 3.2), denn letzteres bezieht sich auf
separierbare Teilsysteme. Zwischen nichtverschrinkten Teilsystemen besteht
eine Wechselwirkung nur, wenn sich ihre Wellenfunktionen iiberlappen (Pauli,
Wave Mechanics, 2000, Sec.36).

5.2.6 Ununterscheidbarkeit — Identitéit gleicher Teilchen *

Wir haben im § 5.1.2 gesehen, dass die Kenntnis allein der Werte der Er-
haltungsgroflen eines klassischen Systems im Zustand F es nicht gestattet,
die jeweils gleichen Korper beziehungsweise Teilsysteme voneinander zu un-
terscheiden, d. h. jedem einen bestimmten Ort und Impuls zuzuweisen. Ein
Quantensystem besitzt auler dem Hamiltonian die Wellenfunktion als Bestim-
mungsstiick. Wir haben uns deshalb zu fragen, ob sie Informationen enthélt,
die eine solche Unterscheidung erlauben.
Definitionsgemé&fl enthalten die Absolutquadrate

2
g (1, 22)|” = Fis (21, 22) = Fg (22, 21)

und )
6% (p1,p2)|” = GH(p1,p2) = GE(p2,p1)

keine derartigen Informationen.

15 Schrédinger, Discussion of Probability Relations between Separated Systems, 1935.

16 Mandel & Wolf, Optical Coherence and quantum optics, 1995, Abschn. 12.14;
Silverman, More Than One Mystery. Explorations in Quantum Interference, 1995,
88 3.1, 4.4; Paul, Photonen, 1999; Audretsch, Verschrinkte Welt, 2002.

17 Siehe z.B. BruB, Quanteninformation, 2003; Morsch, Licht und Materie, 2003,
Kap.11; Zeilinger, Einsteins Schleier, 2003.
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Die (anti)symmetrischen Wellenfunktionen

Ui, (81, 22) = Vi, (21) P8, (22) £ Vg, (22) 008, (21) (5.29)

erlauben keine eindeutige Zuordnung zwischen den beiden Teilchen, den Ener-
gien der beiden Einteilchen-Zusténde (F1, Es) und den beiden Konfiguratio-
nen (z1, x2). Es kann nicht entschieden werden, ob sich das Teilchen mit
der Energie E;(2) in der Konfiguration x,(2y oder in der Konfiguration xy(q)
befindet. Umgekehrt kann nicht entschieden werden, ob das Teilchen in der
Konfiguration xy (o) die Energie Ey(3) oder die Energie Ey(1) besitzt.

Mit anderen Worten, zwei gleichen Teilchen konnen keine Eigenschaf-
ten zugeordnet werden, anhand derer sie voneinander unterschieden werden
konnen.

Betrachten wir nun zwei klassische Oszillatoren, jeder im Zustand F, mit
den Schwingungsmittelpunkten x1 ¢ = 0 und z2 9 = Az. Ohne Bezugnahme
auf die Lagrangeschen verallgemeinerten Koordinaten lauten die entsprechen-
den Wellenfunktionen

YE(z1); Yp(re — Ax) (5.30)

fiir die einzelnen Oszillatoren und

Up (1, m2) = Yp(e1)Ye(rs — Ax) + Yp(r2)Ye(r) — Az) (5.31)

fiir das Gesamtsystem. Der erste Summand entspricht der urspriinglichen klas-
sischen Situation, in der der Schwingungsmittelpunkt des Oszillators 2 nicht
im Koordinatenursprung liegt, wiahrend der zweite Summand der klassischen
Situation entspricht, dass der Schwingungsmittelpunkt des Oszillators 1 nicht
im Koordinatenursprung liegt. Dieser Widerspruch lédsst sich nur dadurch
auflosen, dass verallgemeinerte Lagrangesche Koordinaten verwendet werden
und dass die beiden Oszillatoren als ununterscheidbar angesehen werden.

Damit gewinnt das Leibnizsche principium identitatis indiscernibilium
(Prinzip der Identitiit des Ununterscheidbaren)'® eine neue Bedeutung. Leib-
niz’ (zugegebenermaflen ontologischer, nicht physikalischer) Identitatsbegriff
griindet sich auf die Uberlegung, dass es ohne Unterschied zwischen zwei Ob-
jekten keinen hinreichenden Grund fiir ihre unterschiedliche Lage gibt. Mit
dem Verlust der Bahn(kurve) z(¢) geht der Verlust der Lokalisierung einher
und damit das letzte Unterscheidungsmerkmal zweier physikalisch ansonsten
gleicher Kérper/Teilchen. Sie sind in diesem Sinne identisch. In der Quanten-
mechanik fillt Leibniz’ ontologische Ununterscheidbarkeit mit der physikali-
schen Ununterscheidbarkeit zusammen. - Fiir weiter gehende Analysen siehe
die oben zitierten Arbeiten von Bach (1997) und Enders (2004).

18 Leibniz, Nouveaus essais sur lentendement humain, 1704, Buch II, Kap. 27,

Abschn. 1 (nach Jammer, The conceptual development of quantum mechanics,
1967, §7.1, Fn.78).
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Wir haben gesehen, dass die Einteilung in symmetrische und antisymmetri-
sche Wellenfunktionen: ¢§(7)(x1, -++ &), erhebliche Konsequenzen fiir die
Verteilung der Teilchen auf die Systemzusténde zeitigt und wollen dem ge-
nauer nachgehen. Als empirische Indizien stehen uns hierfiir die Plancksche
Quantenhypothese und das Pauli-Verbot zur Verfiigung. Wir beginnen mit
erstgenannter.

6.1 Begriindung der Besetzungszahl-Darstellung
fiir Bosonen

6.1.1 Das Besetzungsproblem
in der Planckschen Quantenhypothese.
Die sukzessive Besetzung eines Oszillators
mit Energiequanten

Die Plancksche Quantenhypothese (1900) besteht bekanntlich darin, dass die
Energie eines monochromatischen ,,Resonators“ der Frequenz v nicht beliebige
Werte annimmt, sondern nur ganzzahlige Vielfache des , Energieelementes”
hv. Diese Energieelemente teilt Planck auf die Resonatoren wie folgt auf. Es
moge N Resonatoren mit der Frequenz v geben, in denen sich insgesamt P
Energieelemente mit der Gesamtenergie £ = P-hv befinden. p; mit Zf\;l pi =
P ist die Anzahl der Energieelemente und & = p; - hv mit Zfil & = & die
fiir den Energieaustausch mit dem Strahlungsfeld disponible Energie im i-ten
Resonator (i =1---N).!
Ubertragen auf unser Modellsystem heifit das:

e Im Zustand F, ist das System harmonischer Oszillator mit n ,,Energieele-
menten* (,,Schwingungs-Teilchen“) hv besetzt (n =0,1,2,...).
e Die Zustande Fy, Es, ..., E, werden sukzessive besetzt.

! Da Planck ohne Beriicksichtigung der Nullpunktsenergie %hl/ zur richtigen Vertei-
lung gelangt, spielt diese fiir das Besetzungsproblem offenbar keine Rolle. Spater
hat er auch sie aus thermodynamischen Uberlegungen abgeleitet (Planck, 1914).
Thre Existenz sei durch das Attribut ,,disponibel® angedeutet.
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e Den n Teilchen ldsst sich kein individueller eigener Zustand zuordnen —
andererseits sind die Zusténde Fq, Fs, ..., E,_1 nicht etwa unbesetzt.

Diese Situation ist mit einem Omnibus mit abgedunkelten Scheiben vergleich-
bar, bei dem man zwar weifl, wie viele Fahrgiste ein- und aussteigen, nicht
aber, wo sie Platz nehmen.

Das Plancksche Abzéhlverfahren fiir die stationdren Zustéinde wurde von
Natanson? als Abzihlverfahren fiir ununterscheidbare Teilchen interpretiert.
Es kommt allerdings nicht auf die (Un)unterscheidbarkeit der Teilchen an
(diese ist zustandsbezogen), sondern auf die der Zusténde selbst.

Diese sukzessive Besetzung mit Energieelementen, die wir dem heuti-
gen Sprachgebrauch entsprechend Energiequanten nennen werden, wird nun
zweckméBigerweise mit Hilfe der Rekursionsformeln (4.63) ff. beschrieben.
Diese besagen némlich, dass die Wellenfunktion 1, mit den Wellenfunktio-
nen 9,41 durch die Leiteroperatoren

R hw d K N hw d K
b=y L R b=yl [ 6.1
2K dx + o 2k dx + o (6.1)

verbunden ist. Tatséchlich gelten

H(x)b ey (z) = (Bn + hw) - b7, (z) und
H(2)bhn () = (Bn — hw) - biba(z)  (6.2)
Es ist daher naheliegend, diesen Operatoren die Aufnahme aus der bzw. Ab-

gabe an die Umgebung genau eines Energiequant(um)s zuzuordnen.
AuBerdem gilt?

b T by (x) = mipn (@) (6.3)

Die Zahl n bedeutet nach dem oben Gesagten die Anzahl von Quanten(teil-
chen) der Energie fiw in dem System Oszillator, wenn dieser sich im Zustand
FE,, befindet. Man kann also weder davon sprechen, dass je ein Teilchen die

Zustinde Fy, Fs, ..., E, besetzt, noch davon, dass alle n Teilchen den Ein-
Teilchen-Zustand FE,, besetzen, denn dann wire ihre Gesamtenergie gleich

Folglich ist beim Oszillator 1, (x) keine Ein-Teilchen- sondern eine Ein-
System-Wellenfunktion. Den n Teilchen im Zustand E, sind keine indivi-
duellen Wellenfunktionen zugeordnet — schliefllich besitzt das System auch

2 Wiadistaw Natanson (1864-1937), Uber die statistische Theorie der Strahlung,
1911 (nach Hund, Geschichte der Quantentheorie, 1975, S.143, und Mehra &
Rechenberg, The Historical Development of Quantum Theory, 2001, Bd.1, Teil 2,
S.559). Die drei Abzéhlverfahren bosonisch, fermionisch und klassisch werden in
Bach, Indistinguishable Classical Particles, 1997, kritisch diskutiert.

Dies entspricht der ,,Faktorisierung“ des Hamiltonians nach Schrédinger, The Fac-
torization of the Hypergeometric Equation, 1941, und hier zit. Lit.
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dann noch eine Wellenfunktion, ist es nicht ,verschwunden“, wenn es gar
nicht mehr mit (abgebbaren) Energiequanten besetzt ist. Die Nullpunkt-
energie scheint die Existenz des Quantensystems im Grundzustand zu si-
chern.

6.1.2 Besetzungszahl-Darstellung — Fock-Raum

Es ist nun naheliegend, Operatoren b und b nebst 71 = b*b = A+ sowie Funk-
tionen |n) so zu definieren, dass diese Operatoren in der oben beschriebenen
Weise wirken, ohne auf das System harmonischer Oszillator Bezug zu nehmen.
(Wir lassen wieder das Operator-Symbol weg, wo dies nicht zu Missverstind-
nissen fiihrt.)

Die Durchfiihrung dieses Vorhabens geschieht im sogenannten Fock-Raum?*.
Der Fock-Raum ist ein spezieller Hilbert-Raum®. Er wird von den Diracschen
Bra-, (n|, und Ket-Vektoren, |n) = <n|+7 n =0,1,2,..., aufgespannt. Man
postuliert die Giiltigkeit der Beziehungen

bl0)=0;  bTI0)=[1);  #Aln)=bTbln) =nln); (6.4)
O/pt =0, (Olb=(l; (A= (n]bTb=nnl (6.5)

und der Vertauschungsrelation
bt —bth=1 (6.6)

Als Eigenvektoren des halbbeschrinkten (n > 0) Hermiteschen Operators
7 ="b"th=nT sind die Vektoren (n| und |n) orthonormierbar:

(n'In) = dnrm

Es wire jedoch eher zufillig, wenn die Vektoren (b*)"|0) ,automatisch®
normiert wéren. Tatséchlich erhédlt man fiir die normierten Besetzungszahl-
Vektoren die Formeln
)"
0); (=0~ (6.7)

In) =75 =

4 Wladimir Alexandrowitsch Fock (1898-1975), Konfigurationsraum und zweite
Quantelung, 1932. — Mathematisch strenge Darstellungen finden sich z.B. in
Cook, The Mathematics of Second Quantization, 1953; Berezin, The Method of
Second Quantization, 1965. — Wir behandeln hier nur die n-fache Besetzung eines
Systems; vgl. die wesentlich umfassendere Darstellung in Nolting, Viel-Teilchen-
Theorie, 2001, Kap.1.

David Hilbert (1862-1943), Grundzige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen, 1912. — Siehe auch v. Neumann, Allgemeine Figenwerttheorie
Hermitescher Funktionaloperatoren, 1929; Ders., Mathematische Grundlagen der
Quantenmechanik, 1932, §§ 1.4, 2.1. — Ein Hilbert-Raum ist ein vollstdndiger
unitdrer Raum (mitunter wird auch die Separabilitéit gefordert, vgl. Fick, 1988, §
2.1.2).

(0)"
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b und b" werden als Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren von Ener-
giequanten benutzt, denn es gelten die Beziehungen

bt (b+)n71 +

ﬁmmbmw; b ln—1) = val)  (6.5)

n) NG

und

b (bT)" b
n—1)=— 0) =—
n-1)= 2= =
Aufgabe: Begriinden Sie die Forderung (6.6)! Hinweis: Vertauschungsrelation
der Operatoren (6.1)

Aufgabe: Leiten Sie die Formeln (6.7) her! Hinweis: Berechnen Sie b (b™)" |0) =
n ()" H0) .. (0)" (b1)"]0) = n!|0)!

n); bln) =+nln—1) (6.9)

6.1.3 Wichtige Eigenschaften der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren

Neben den grundlegenden Vertauschungsrelationen (6.6) gelten folgende all-
gemeinere Vertauschungsrelationen:
Erstens,

b- (b+)n — bt . (b-l,-)n—l _ (b+b—|- 1) . (b-‘r)n—l — (b+)2b(b+)n—2 +2(b+)n,—1
== (D) b4+ a0 (6.10)
mithin
b- (b+)n _ (b+)" b= n(b+)”_1 - Cll%(b-i-)n

Daraus folgt fiir beliebige ganzrationale Funktionen f(z) die Vertauschungs-
relation

b J) — F) b= () (6.11)
Zweitens,
B bt —bt (b)) =) = %(b)” (6.12)

Auf zu Erstens analoge Weise ergibt sich die Vertauschungsrelation

FB) % =7 - £(B) = S F0) (6.13)
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Die Vertauschungsrelationen (6.11) und (6.13) héngen eng mit den For-
meln

PR g0 -5 el = 1600 p0(5.4)

(6.14)

zusammen. Letztere miissen insbesondere fiir den Hamiltonian gelten:
f®,q) = H(4,p), damit die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen in der
Form der klassischen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen geschrieben wer-
den konnen.©

Eine wichtige Anwendung der Vertauschungsrelationen (6.11) und (6.13)
sind die Formeln

bt — e h = e eopt — ptett = qet? (6.15)

Wir werden sie bei der Konstruktion der kohérenten Zustinde im § 6.2.2
benutzen.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass beim harmonischen Osrzillator die Forderung der
Hermitesierung zum Ziel fithrt! Hinweis: Faktorisieren Sie zuerst die klassische
Hamiltonfunktion wie im § 3.4.3!

Aufgabe: Wenden Sie die Operator-Gleichungen (6.15) auf die Zusténde |0)
bzw. (0] an und diskutieren Sie die Ergebnisse!

6.1.4 Der abstrakte harmonische Oszillator

Wir kehren zu unserem Ausgangspunkt zuriick und fassen die obigen Ergeb-
nisse zusamimen.

Die Leiteroperatoren (6.1) erlauben eine neue Darstellung des Hamiltoni-
ans fiir den harmonischen Oszillator”:

5 Weyl (Gruppentheorie und Quantenmechanik, 1928, § IV.14) betrachtet die
Gln.(6.14) als Vorschrift dafiir, wie man auf eindeutige Weise aus der klassischen
Funktion f*'(p,q) die quantenmechanische Operator-Funktion f9%(p,§) konstru-
iert. Born & Jordan (Zur Quantenmechanik, 1925) sowie Born, Heisenberg & Jor-
dan (Uber Quantenmechanik II, 1926) fordern die Hermitesierung bzw. Symmetri-
sierung (die Weyl-Ordnung von Operatoren) als eindeutige Vorschrift. Greiner &
Reinhardt (Feldquantisierung, 1993, Beispiel 11.2) bezeichnen die Weyl-Ordnung
als ,die ,natiirlichste’, zumindest am wenigsten willkiirliche Quantisierungsvor-
schrift“. Schrédinger (Uber das Verhdltnis ... , 1926, S.744fF.) schlussfolgert, dass
es eine eindeutige Vorschrift nicht gibt. Nach Heisenberg ( Die physikalischen Prin-
zipien ... , 1929, S.107) muss letztlich die Erfahrung entscheiden, welche Reihen-
folge der Operatoren die korrekte ist.

Uberraschend hieran ist eigentlich ,nur®, dass die Leiteroperatoren mit den fakto-
risierenden Operatoren iibereinstimmen — weitergehende Untersuchungen in dieser
Richtung fiithren zur sogenannten supersymmetrischen Quantenmechanik, auf die
wir hier aber nur hinweisen kénnen, siehe z. B. Schwabl, QM I, Kap.19.
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PR a1 1
H=H(g,p) = H(b,b") = hw <b+b + 2) = hw (n + 2) (6.16)
Die stationdren Wellenfunktionen lauten in dieser Darstellung

n);  Un(@) = (zln);  dnlp) =(pln);  n=0,1,- (6.17)

Sie sind offensichtlich zugleich Eigenfunktionen des Besetzungszahloperators

n:
Ay =btbln)=nn); n=0,1,-- (6.18)

Die Besetzungszahl n bedeutet die Besetzung des Systems Oszillator mit n
Energiequanten hw.

Damit haben wir die Besetzungszahldarstellung des harmonischen Oszil-
lators entwickelt. Sie ist unabhingig davon, ob fiir die Operatoren & und p
die Orts- oder die Impulsdarstellung verwendet wird, sie bildet deshalb eine
eigenstandige Darstellung. Gleichzeitig ist diese Darstellung eine anschauliche
Bestiitigung der Heisenbergschen (1929) Auffassung, dass es nicht um ,, Welle
ODER Teilchen“, sondern um , Welle UND Teilchen“ geht, bzw., um mit de
Broglie (1966) zu sprechen, um die Synthese von Wellen- und Teilchenbild.

Diese Einheit zeigt sich auch im Schwankungsquadrat der Strahlungsener-
gie als Summe von , Wellen-“ und , Teilchen-Beitrag“ (vgl. Einstein, 1909).
Diese Darstellung bedeutet deshalb auch nicht, dass ein Teilchen zuerst in dem
einen Zustand vernichtet und danach in dem anderen Zustand erzeugt wird
[dies wiirde an die Transkreation in der Bewegungsauffassung erinnern, die
Leibniz (Pacidius Philalethi) entwickelt hat, um der Kontinuitét (!) Geniige
zu tun]. Vielmehr garantiert die Uberlappung der Wellenfunktionen in dem
dazugehorigen Ubergangs-Matrixelement die Kontinuitiit dieses Uberganges
(Schrodinger, Dritte Mitteilung, S.465).

Aufgabe*: Finden Sie eine (heuristische) Regel, um klassische Produkte wie
in Gl. (4.137) zu quantisieren!

6.1.5 Die Bra-Ket-Darstellung
Eine wichtige Variante der Besetzungszahldarstellung besteht in der Darstel-
lung nicht nur der Zusténde, sondern auch der Operatoren mit Hilfe der Bra-

und Ket-Vektoren. Dazu schreiben wir den Einheitsoperator im Fock-Raum
(das ist derjenige Operator I, fiir den fiir alle n I |n) = |n) gilt) als

I=3"In)(n]
n=0

Jeder Operator im Fock-Raum besitzt dann die Darstellung
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ob,bv)=0=1-0(b,b") 1= f: |m) O (1| 5

m,n=0

Omn = (m| O(b,b7) |n)
Die Matrixelemente mit den allgemeinen Zustdnden
Y=Y cPn);  i=1,2,...
n=0

schreiben sich einfach (wir empfehlen das Nachrechnen als Ubung)

(@110(b,b%) |D2) = Z Egrlz)omncg)

m,n=0

Fiir den Hamiltonian des harmonischen Oszillators erhalten wir den Ausdruck
H=1-A0bb")-1=3 |n)E, (n|;

E, = nn—<n’f1(b,b+)’n>m}<n+;) (6.19)

Wir werden dies die Bra-Ket-Darstellung nennen. Sie bildet die einheitliche
Form, in der auch Fermionen dargestellt werden kénnen.

6.1.6 Gleiche Oszillatoren in Besetzungszahl-Darstellung

Geméf den Vertauschungsrelationen (5.10) sind alle zu verschiedenen Teilsys-
temen oder Freiheitsgraden gehorenden dynamischen Variablen vertauschbar:

G142 — G241 = G1P2 — P2g1 = P1P2 — P2b1 = P1de — Gop1 = 0 (6.20)

Dem entspricht die Vertauschbarkeit der zu verschiedenen Teilsystemen oder
Freiheitsgraden gehorenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

Aus Kontinuitdtsgriinden gilt dies unabhéngig davon, ob die Teilsysteme mit-
einander wechselwirken oder nicht.

Im Rahmen der Matrizenmechanik ist es iibrigens durchaus nicht trivial,
derartige Beziehungen abzuleiten.

Wenn wir die Wellenfunktion (5.18) in der Form

v = Z Z gil;:}zz) b )™ (b )" [0,0) ; (nz,nll) _ c(nl,’sz) (6.22)

w1, w2 n1,n2=0
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schreiben (der Vektor |nj,ns) beschreibt die Besetzung der beiden Subsys-
teme), besitzt sie kraft der Vertauschungsrelation (6.21) automatisch die kor-
rekte Permutations-Symmetrie (Jordan & Klein, Zum Mehrkdrperproblem der
Quantentheorie, 1927). Im Rahmen der 1. Quantisierung muss diese Eigen-
schaft konstruktiv hergestellt werden (siehe § 5.1.3) und fithrt zu formal viel
komplexeren Rechenwegen (vgl. Born & Jordan, Zur Quantenmechanik, 1925).

6.2 Kohirente Zustande 1

Als erste Anwendung des Apparates der Besetzungszahl-Darstellung betrach-
ten wir spezielle Uberlagerungen von Teilchenzahl-Zustéinden |n), die in hoch
aktuellen Gebieten nicht nur der Festkorpertheorie, sondern auch der Quan-
tenoptik benutzt werden.

6.2.1 Die kohiirente Uberlagerung von Besetzungszahl-Zustinden

Im allgemeinen ist der Hamiltonian H (b™, b) nicht-diagonal in der Besetzungs-
zahl-Darstellung. Seine Eigenfunktionen® |¢) sind deshalb keine Eigenfunktio-
nen (|n)) des Besetzungszahloperators 1. Sie lassen sich aber stets als Linear-
kombination derselben schreiben:

) = Anerin); Y AL =1 (6.23)
n=0 n=0

Die Amplituden A,, und Phasen ¢, werden aus der Schrédinger-Gleichung

berechnet. Ein solcher Zustand besitzt offenbar keine bestimmte (ganzzahlige)

Besetzungszahl: (|0 |¢) = > nA2.

n=0

Wenn die Phasen ¢,, unabhingig voneinander sind, spricht man von ei-
ner inkohdrenten Uberlagerung der einzelnen Funktionen (Zustinde) |n), und
die Phase der Funktion [¢) ist in demselben Sinne unbestimmt wie die Be-
setzungszahl. Infolge der Zufilligkeit der Phasen verschwindet das Diagonal-
Matrixelement des Ortsoperators:

W12 19) =1/ "2 3" AuAu Vi Teos(pnin — ) =0 (624)
n=0

Von besonderer Bedeutung sind nun diejenigen Zusténde, bei denen die
einzelnen Phasen ¢, nicht unabhéngig voneinander sind, sondern in einer
festen Beziehung zueinander stehen; sie werden kohérente Zusténde genannt.

8 Nach den Ausfithrungen im Abschn. 4.3 kénnen wir die bequemen Begriffe Eigen-
funktion und Eigenwerte benutzen, ohne die dort erdrterten Vorbehalte gegen sie
aufler kraft zu setzen. Wir werden auflerdem die verbreitete verkiirzte Bezeichnung
»Zustand |1)“ fiir die Wellenfunktion v dieses Zustandes verwenden.
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Derartige Zusténde treten unter anderem in der Quantenoptik und bei struk-
turellen Phaseniibergéingen von Kristallen auf (siehe § 6.3.3). Sie sind durch
die experimentelle Verwirklichung der Bose-Einstein-Kondensation von ato-
maren Gasen (sieche § 6.3.3) vor kurzem wieder spektakuldr in Erscheinung
getreten.

Als elementares Beispiel nehmen wir an, dass die Phasen der Beziehung

pa—_— (6.25)

unterliegen. Das ergibt den kohérenten Zustand
@) = > Ape'™ |n) ; y oA =1 (6.26)
n=0 n=0

In einem kohérenten Zustand ist das Diagonal-Matrixelement des Ortso-
perators endlich; im Zustand (6.26) ist

(D| & |®) = \/? cos (9) Y AnAppiVn+1#0 (6.27)
n=0

Dieser Wert lédsst sich zum Beispiel als kollektive Verschiebung kristalliner
Untergitter gegeneinander interpretieren.

Aufgabe*: Wo stecken die Randbedingungen in der Bra-Ket-Darstellung?

Aufgabe*: Begriinden Sie die Bezeichnung ,,optische Trompete“ (Scharf, 1994,
§5.5) fiir den Laser!

6.2.2 Die Eigenzustinde der Operatoren b und bt

Von grundlegender Bedeutung fiir die Theorie der kohéirenten Zusténde sind
die Schridinger-Glauber-Zustinde®. Thre Bedeutung erwiichst aus ihrer Ei-
genschaft, der Ket- Figenzustand des Operators b zu sein. Denn es gilt fiir die
Symmetrieeigenschaften von Systemen und Darstellungen die

9 Schridinger, Der stetige Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik, 1926; Roy
J. Glauber (*1925, Nobelpreis 2005), The Quantum Theory of Optical Coherence,
1963; Coherent and Incoherent States of the Radiation Field, 1963. - S. auch Ken-
nard, Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen, 1927; Klauder, The action
option and a Feynman quantization of spinor felds in terms of ordinary c-numbers,
1960; Carruthers & Nieto, Coherent States and the Forced Quantum Oscillator,
1965; Klauder & Sudarshan, Fundamentals of Quantum Optics, 1968; Perelomov,
Generalized Coherent States and Their Applications, 1986. — Zur analogen Ent-
wicklung durch V. Bargmann und I. Segal auf der Grundlage der Operatoren z
und d/dz, die die gleichen Vertauschungsrelationen erfiillen wie b und b (Fock,
1928), siehe Hall, Holomorphic methods in analysis and mathematical physics,
1999.
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Regel: FEine bestimmte Darstellung ist fir die Beschreibung derje-
nigen Zustinde besonders geeignet, die deren oder eine dhnliche Sym-
metrie besitzen.

Aus den Vertauschungsrelationen (6.15) folgen die Formeln
be®" 10) = @e® |0); (0] e®PbT = (0] e*a (6.28)

Daraus ergeben sich die normierten Ket-(Bra-)Eigenzustinde von b bzw. b
zu

) = e~ 1ol /2e98™ 10y (o] = (0] e®Pe /2 (ala) =1  (6.29)

Der zunichst freie Parameter o wird sich sogleich als Ma$ fiir die Verschiebung
von Schwingungsmittelpunkt und Nullpunkts-Energie eines Oszillators unter
dem Einfluss eines linearen externen Potenzials erweisen.

Aufgabe:

A) Geben Sie Beispiele fiir ein solches Potenzial an! Hinweis: Was fiir eine
Kraft bzw. Feldstirke gehort zu einem konstanten klassischen Potenzial?

B) Betrachten Sie den harmonischen Oszillator unter dem Einfluss einer sol-
chen Kraft! Wie hiingt « von den Parametern dieser Kraft ab? Hinweis:
Greiner & Reinhardt, Feldquantisierung, 1993, S.24ff.

Aufgabe: Berechnen Sie den Normierungsfaktor, exp{—%c@}!

Aufgabe: Diskutieren Sie die Planeten-Bahnen nach Kepler als Beispiel fiir
die obige Regel! Hinweis: Vergleichen Sie sie mit den ptoleméischen und den
kopernikanischen Darstellungen der Planeten-Bewegung!

6.2.3 Der verschobene harmonische Oszillator als Prototyp
fiir Elementaranregungen

Aus den Vertauschungsrelationen (6.15) erhalten wir auflerdem sogenannte
Verschiebungsoperatoren:

e b = b+ ebte ™ =pt +a (6.30)

Fiir die weiteren Rechnungen ist es vorteilhaft, die linken Seiten als unitére
und kanonische Transformation!? zu schreiben:

U, = e~lol* gab™ gmab _ cab™—ab, UFptUrt = bf,=b"Fa (6.31)

b

0 Eine unitére Transformation U ldsst die Norm unverdndert: (Uh|U) = (4|),
eine kanonische Transformation K ldsst die Vertauschungsrelation unverédndert:
[KbK ', KbTK~'] = [b,b"]; fiir den allgemeinen Fall siehe Tjablikow, Quan-
tentheorie des Magnetismus, 1968, §13, und dort zitierte Literatur.
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Abb. 6.1. ,Unverschobenes® (links) und ,verschobenes“ (rechts) Oszillatorpoten-
zial (s. Text)

Mit ihrer Hilfe sieht man sofort, dass zu den kohérenten Zustédnden ein nicht-
verschwindendes Diagonal-Matrixelement des Ortsoperators gehort [verglei-
che Formel (6.27) und Abb. 6.1]:

b+bt 0> B <0’b+a+b++a
V2 a V2

Das Diagonal-Matrixelement des Impulsoperators verschwindet dagegen
b—bt

(o) = (o]vr 20,

nach wie vor:
_pt _
O>:<0’b—|—a b o
V2 V2

Das Diagonal-Matrixelement des Anzahloperators von Schwingungsquanten
ist

(] €]a) = <o\U; U.

o> =V2a (6.32)

0> =0 (6.33)

(a|A|a)y = (a|btb|a) = a® (6.34)

Daraus folgt die Energie im kohérenten Zustand a zu

Ea = (| H]a) = <<a| 7 la) + ;) s = <a2 + ;) i (6.35)

Sie ist gegeniiber dem Grundzustand Ep um o?hw angehoben — der Energie-
nullpunkt ist um diesen Betrag abgesenkt (vergleiche Abb. 6.1).
Fiir das Quadrat des Ortsoperators ergibt sich der Wert

(ale?]a) =

Demzufolge gilt fiir sein Schwankungsquadrat!!

O|UF (1®+1+2bTb+b1?) Ua| 0) = % +2a°  (6.36)

N | =

1 Die GroBe <a\A§2|a>1/2 wird im Rahmen der statistischen Interpretation der

Quantenmechanik (Heisenberg, Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheo-
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1
(@]ag]a) = (alE - (@l )| a) = (a|&¥]a) = (ale|a)* = 5 (637)
Auf analoge Weise erhélt man fiir das Impulsquadrat

1 1 1
(a ’p§|a> = f§<a|b2 -1 72b+b+b+2|0¢> =3 (a2 -1 72042+042) =3
(6.38)

und fiir dessen Schwankungsquadrat

<a }Apg| a> = <a ’(pf —{« |p§|a>)2‘ a>
= (alp] a) ~ {alpel)* = 5 = (a]A€[0)  (6:39)

Die Formeln (6.37) und (6.39) beschreiben eine minimale Unschérfe, das
heiffit maximale Kompaktheit des Wellenpaketes des kohédrenten Zustandes.
Mithin besitzt dieser die grofite Nidhe zum klassischen Fall, und dies un-
abhéngig vom Wert von «!

Das bedeutet, dass auch im nichtstationdren Fall, wenn o = «(t) zeit-
abhéngig ist (siehe § 6.2.4), die Wellenfunktion nicht ,auseinander liuft* —
die Konstruktion genau dieser Eigenschaft war Schrodingers Ziel gewesen.

Die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren fiir den verschobenen har-
monischen Oszillator lauten also

bo =b— b =b" — o

[e% ’

Do - bl — b be =1 (6.40)

bola) =0 = |a)=]04) (6.41)

|04 ist der Grundzustand des verschobenen harmonischen Oszillators.
In der Ortsdarstellung erhalten wir den verschobenen Grundzustand zu

1 d
(b—a)a>=\/§<d§+£—\/§a)%(£)=0;

Do) = L/ef%<sf<a|s|a>)2 (6.42)

Und auch die angeregten Zusténde ergeben sich analog zum unverschobenen
Oszillator:

10} = = (82)"102) = = (6" =)o) (6.43)

retischen Kinematik und Mechanik, 1927; Dirac, The physical interpretation of
the quantum mechanics, 1927; Jordan, Uber eine neue Begrindung der Quan-
tenmechanik, 1927; Bohr, Das Quantenpostulat und die neuere Entwicklung der
Atomistik, 1928) als Schwankung der Grofle £ um ihren Erwartungswert («|€] o)
betrachtet.
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Der verschobene harmonische Oszillator erweist sich als ein einfaches, doch
aussagekriftiges Modell fiir elementare Anregungen in Festkorpern, z. B. Farb-
zentren (Haken, 1973, Fig.15) und strukturelle Phaseniibergiinge (siehe § 6.6.3
unten).

6.2.4 Dynamik des verschobenen harmonischen Oszillators *

Wir wollen nun zwei Beispiele zur Dynamik des verschobenen harmonischen
Oszillators anhand der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung

) = s (5D — (1) b= 4(1)" %) ) (6.44)

betrachten. Die skalare Funktion +(¢) moge eine duflere Einwirkung auf die
Oszillatorkoordinate beschreiben [vergleiche die Hamilton-Funktion (3.25)];
diese Einwirkung wird hier halbklassisch behandelt.

Fiir die Anregung aus dem Grundzustand |¢(t = 0)) = |n = 0) lautet die
normierte (!) Losung dieser Gleichung (vgl. Haken, 1973, Aufgabe 4.6)

(1)) = et Wem3lsF+ab 10y . > (6.45)
mit

t

glt) = et / i@ty f(t) = wi / Re {4()g(t)} di’  (6.46)
0

0

Der Schwingungsmittelpunkt bewegt sich geméfi Gleichung (6.32) wie
1

V2

Hieraus folgt, dass ein Quantenoszillator ganz anders als ein klassischer Os-
zillator reagiert, wenn ~ von Null auf vg = const springt. Wahrend dieser
lediglich seinen Schwingungsmittelpunktes verschiebt (siehe § 3.1.3), reagiert
jener oszillierend:

() (1) = W€ |Y(#) = —sRe{g(t)} (6.47)

g(t) =0 (L—e 1), () (1) = %% [1 - cos(wit)] (6.48)

Ist die duBere Einwirkung oszillierend: v(t) = o sin(w.t), zeigt der Quan-
tenoszillator Resonanz & Schwebung wie ein klassischer Oszillator!'?
1 yowi

(€ (t) = NI B sin(wet) — % sin(w;t) (6.49)

12 Vgl. Husimi, 1953 (zit. nach Kuhn & Strnad, Quantenfeldtheorie, 1995, S.66).
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Fiir die Anregung aus dem Grundzustand E = 0 erhalten wir nédmlich fiir
den klassischen Oszillator aus der allgemeinen Losung (3.24) die ganz analoge
Reaktion

K./m . We .
w?—/wg sin (wet) — o sin (w;t) (6.50)

x(t) =
Diese Ahnlichkeit suggeriert, dass der Quantenoszillator im Grundzustand
FE = %hw(i) > 0 Schwingungen mit der Frequenz w; ausfiihrt, die aber erst bei
duBerer Anregung zutage treten.

Die Schrodinger-Glauber-Zusténde lassen sich zu den sogenannten ge-
quetschten Zustéinden verallgemeinern.' In ihnen ist zwar das Produkt aus
den Schwankungsquadraten (6.37) und (6.39) ebenfalls minimal, doch sind
die Einzelwerte nicht mehr gleich und moglicherweise zeitabhingig. Fiir diese
Zusténde gibt es kein klassisches Analogon, bei Photonen spricht man deshalb
von nichtklassischem Licht.

6.3 Beispiel: Gekoppelte gleichartige
quantenmechanische Pendel — Phononen

Der Erfolg des Einsteinschen Modells der Gitterschwingungen zeigt, dass man
diese als gekoppelte Quantenoszillatoren betrachten kann. Fiir eine quanti-
tative Theorie reicht es jedoch nicht, die Gesamtheit der Gitterschwingun-
gen in einer rdumlich gemittelten Zustandsdichte zu erfassen, sondern man
muss die mikroskopische Gitterstruktur einbeziehen und jede Schwingung
einzeln beriicksichtigen. Die Gesamtheit der quantisierten Normalschwingun-
gen verhélt sich thermodynamisch wie ein ideales Bose-Gas von Phononen
(,Schallteilchen “).4

6.3.1 Quantisierung der Gitterschwingungen

Durch die Normalmoden-Entwicklung (3.32) werden die Gitterschwingungen
entkoppelt. Jede Normalmode stellt einen einzelnen harmonischen Oszillator
dar, auf den wir die quantenmechanische Beschreibung des Kapitels 4 sofort
anwenden konnen. Die Operatoren der 1. Quantisierung werden nach dem
oben Gesagten aber nicht den Variablen {¢} und {p;} der Gitterbausteine,
sondern den Normalmoden-Variablen {Q;} und {P;} zugeordnet:

13 Stoler, Equivalence classes of minimum uncertainty packets, 1970 (nach Kuhn &
Strnad, 1995, S.66).

14 Siehe z. B. Schnakenberg, Thermodynamik und Statistische Physik, 2002, Abschn.
17.3. — Zur allgemeinen Theorie des Bose-Gases und seiner Elementaranregungen
siehe die Pionierarbeit von Bogoljubow, On the theory of superfluidity, 1947, sowie
z.B. Schwabl, QM II, Abschn. 3.2.
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Q= Q;:

Qi(Q) = Qi(Qy); Qs (Py) = 8%1(3 i) (6.51)
Pj — Pj :
Pii(Q)) = 1%2262])7 Pi¢;(P;) = Pi¢;(P;) (6.52)

Die Hamilton-Funktionen (3.33) werden durch Hamilton-Operatoren ersetzt,
und in der Ortsdarstellung lauten die N Schrodinger-Gleichungen

L 9%4i(Q))

Hi(Q)v;(Q;) = ol 02 %Q?%(Qy‘) = Ej9;(Qy);
j=0,---,N—1 (6:53)

Fiir das Gesamtsystem erhalten wir die Schrodinger-Gleichung

H{Q;Nv({Qs}) = Bv({Q;}) (6.54)
mit

N—-1 N—
H({Q,}) H;( Y({Q5}) H (6.55)

Jj=0 Jj=0

N—-1
1

FE = par Ej, Ej = Ej;nj = (nj + 2) hwj (656)

Die Energiequanten fw; werden Phononen (,,Schall-Teilchen®) genannt.

Wir vernachlissigen hier die Permutationssymmetrie der Wellenfunktion,
da wir sie gleich durch die Vertauschungsrelationen der Operatoren herstellen
werden.

Schliellich ordnen wir den Orts- und Impulsoperatoren Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren zu:

A h
Qj - 2ij

(b +05):

- hMw;
Pi=i T“’J (bF —bj);  bbh —bhb; =6 (6.57)
Mit ihnen lautet der Gesamt-Hamilton-Operator in der Besetzungszahldar-

stellung

_1hw N—-1 1
H= —]bb+ blb;) bib; 6.58
X5 ] o) = Yoo J(sney) )
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Es ist nun {iblich, weil zweckmifig, die Moden nicht mit ihren nicht ganz
eindeutigen Nummern j, sondern mit ihren eindeutigen Wellenzahlen w zu
nummerieren:

H=>" mw(b;warl); o = |2

wa

sin (7)‘ (6.59)

- 2 M
W=w1
Die hierzu gehtrenden N-Oszillator-Wellenfunktionen sind — wie in Gleichung
(6.55) — Produkte von N Ein-Oszillator-Wellenfunktionen:

Hnw}) = nw,) [P, -+ [y (6.60)

Damit sind die Grundlagen der quantenfeldtheoretischen Behandlung der Git-
terschwingungen gelegt. Im dreidimensionalen Fall werden alle geometrischen
Variablen (Auslenkung, Impuls, Wellenzahl) zu Vektoren; bei » > 1 Atomen
pro Einheitszelle treten neben den oben behandelten akustischen noch r — 1
optische Schwingungszweige auf. Jede weitere Normalmode ist unabhingig
von den iibrigen und wird einfach zum Hamiltonian hinzugefiigt. Erweiterun-
gen dieses Formalismus betreffen insbesondere nichtlineare Effekte, d. h. die
Wechselwirkung der Phononen untereinander und mit anderen Quasiteilchen.
Hier kommt die Leistungsfahigkeit der Quantenfeldtheorie erst voll zum Tra-
gen, wie wir an einer Reihe von Beispielen sehen werden.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass man zu (6.51) auch durch eine kanonische und eine
unitire Transformation der Operatoren ¢ und p; gelangen kann (Harrison,
1980, S.407ff.)!

6.3.2 Phononen als einfachste Quasiteilchen

It is not possible to deduce the existence of quasiparticles from first principles.

(R. B. Laughlin, 1998'%)

Ein makroskopischer Kristall besteht aus grofenordnungsmaBig N4 =~ 6 x 1023
Atomkernen plus Elektronen (N4 ist die Avogadrosche Zahl', die Anzahl der
Molekiile in einem Mol). Die Berechnung seiner Eigenschaften im Rahmen ei-
ner atomistischen Quantentheorie miisste die Schrodinger-Gleichung fiir etwa
1024 Teilchen“ 16sen, was auf absehbare Zeit undurchfiihrbar ist. Die Quan-
tenfeldtheorie des Festkorpers beschreitet einen Mittelweg zwischen der (nicht
verfiigbaren) exakten Losung und stark vereinfachten, exakt losbaren Model-
len: Der Grundzustand wird als bekannt vorausgesetzt, so dass man sich auf
die relativen Zustandsdnderungen zu den sogenannten Anrequngszustinden

15 Robert B. Laughlin (*1950, Nobelpreis 1998), Fractional Quantization, 1998,
S.265.

16 Lorenzo Romano Amadeo Carlo Avogadro [Conte] di Quaregna e Ceretto (1776-
1856), Essai d’une maniére de déterminer les masses relatives des molécules
élémentaires des corps, 1811.
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konzentrieren kann. Die grundlegenden Anregungen eines Systems heiflen Ele-
mentaranregungen — die diesen zugeordneten Teilchen Quasiteilchen. Zu ihnen
gehoren das im Abschnitt 4.6 behandelte Bloch-Elektron und die Phononen.
Die Wechselwirkung zwischen ihnen fiihrt zu neuen Elementaranregungen mit
qualitativ neuen Eigenschaften, wie das Exciton (siehe §§ 8.5.5 und 8.5.7) und
das Polaron (vgl. § 8.7.4). Bei der Behandlung derartiger Wechselwirkungen
kommt die Leistungsfahigkeit der Quantenfeldtheorie — und mit ihr die Be-
setzungszahldarstellung — erst richtig zum Tragen, wie wir nicht zuletzt am
Beispiel des excitonischen Polaritons im § 8.8.5 sehen werden.

In diesem Sinne mag man das Photon als elementare Anregung des ,, Va-
kuums“ ansehen.

Quasiteilchen sind also keine Teilchen, die — wie etwa Elektronen und
Photonen — auch in freier Form vorkommen, sondern elementare (weil nicht
weiter zerlegbare) Anregungen eines Systems aus vielen miteinander wech-
selwirkenden Teilchen (Kaganow, Was sind Quasiteilchen?, 1973). Ihr Name
stammt daher, dass sie in gewissem Grade wie einzelne Teilchen behandelt
werden konnen. Sie représentieren jedoch kollektive Eigenschaften des Ge-
samtsystems. Wir wollen dieses auflerordentlich fruchtbare Konzept am Bei-
spiel der Phononen illustrieren, weil sich hier die Theorie — in harmonischer
Néherung — geschlossen exakt durchfithren ldsst.

Die Idee des Quasiteilchens kann klassisch durch die Debyesche Wolke!”
um ein geladenes Teilchen in einem starken Elektrolyten veranschaulicht wer-
den. Eine solche Polarisationswolke gibt es auch beim Polaron und — in verall-
gemeinerter Form — im Modell der , angezogenen Zustinde® (dressed states'®).

Das Ziel besteht also darin, den Hamiltonian des untersuchten Systems
wechselwirkender Teilchen auf den eines einfacheren Systems nicht- oder nur
schwach wechselwirkender Teilchen zuriickzufiithren. Oft gelingt dies, indem
man die urspriinglichen Operatoren durch eine Operator-Transformation in
neue Operatoren iiberfiihrt, in denen der — ebenfalls transformierte — Hamilto-
nian (fast) diagonal ist. Fiir die Gitterschwingungen ist diese Transformation
gerade die auf die Normalkoordinaten.

Die klassische Hamilton-Funktion in kartesischen Koordinaten war (siehe
§ 3.1.5)

A N
H{a} {n}) = Z 5 (@41 — @) + Z mp? (6.61)
=1 =1

Der entsprechende Hamilton-Operator in Besetzungszahldarstellung lautet

17 Peter Joseph Wilhelm Debye, (1884-1966, Nobelpreis 1936), Polare Molekeln,
1929. — Vgl. Greiner, Quantentheorie. Spezielle Kapitel, 1989, S.247.

18 Sjehe z.B. Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc & Grynberg, Atom-Photon Interac-
tions, 1992, Kap. IV. — Stefanovich (Relativistic Quantum Dynamics, 2004/2005,
Abschn. 12.1, 12.3.1) beschreibt hiermit eine weitgehende Beseitigung der Diver-
genzen der QFT.
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N 2
H ({bl} ) {b \/> Z 41+ biy1 — b+ - bl)
/ K

l

Er ist nichtdiagonal in den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (bf, b)

und beschreibt daher — wie die klassische Hamilton-Funktion (6.61) — ein

System aus wechselwirkenden Teilchen (Schwingungs-Quanten).
Analog zu den Transformationen (3.32) bringen die Transformationen

»M:r

Mz

—b)°  (6.62)

=1

N—
— -sin(w;al);
\/* g J J
b= — bt - sin(w;al); l=1,---,N (6.63)

den Hamiltonian (6.62) in die Diagonalform (6.58). (Die Umkehrung dieser
Transformation rechtfertigt die Benutzung der Besetzungszahloperatoren fiir
die gekoppelten Gitterschwingungen.) Der Normalmoden-Hamiltonian (6.58)
beschreibt daher ein System aus wechselwirkungsfreien Quasiteilchen — den
Phononen. Deren charakteristische Dispersionsrelation lautet

) = [ i )|

6.3.3 Strukturelle Phaseniiberginge
als Bose-Einstein-Kondensation *

siehe Gleichung (3.34).

Der experimentelle Nachweis der Bose-Einstein-Kondensation'® von atomaren

Gasen hat in jlingster Vergangenheit zu betrichtlichem Aufsehen in der Fach-

19 Einstein, Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Zweite Abhandlung,
1925; London, On the Bose-FEinstein condensation, 1938; Griffin, Snoke & Strin-
gari, Bose-FEinstein condensation, 1995; Schnakenberg, Thermodynamik und Sta-
tistische Physik, 2002, Abschn. 17.1. Fiir neuere experimentelle Ergebnisse siehe
z.B. Wieman, The creation and study of Bose-Finstein condensation in a dilute
atomic vapour, 1997; Ketterle, Exzperimental studies of Bose-Finstein condensa-
tion, 1999; Donley, Anderson & Wieman, New Twists in Bose-FEinstein Conden-
sation, 2001; Cornell & Wieman, Bose-FEinstein Condensation in a Dilute Gas;
The First 70 Years and Some Recent Experiments, 2001; Ketterle, When Atoms
Behave as Waves: Bose-FEinstein Condensation and the Atom Laser, 2001; Cornell
& Wieman, Die Bose-FEinstein-Kondensation, 2003; Morsch, Licht und Materie,
2003; Collins, Das kdlteste Gas im Universum, 2003.
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welt gefithrt??. Denn wegen der interatomaren Wechselwirkung miissen hierfiir
die Atome extrem tief gekiihlt und dazu auch von der Auflenwelt hinreichend
stark abgeschirmt werden; der experimentelle Aufwand ist also betrichtlich.
Dagegen ist es nur wenig bekannt, dass sich wichtige Ziige der Bose-Einstein-
Kondensation an recht elementaren Modellen demonstrieren lassen.?! In Ana-
logie zu den Ubergiéingen zwischen den klassischen Aggregatzustinden fest —
fliissig — gasférmig spricht man auch hier von Phaseniibergédngen; im Unter-
schied zu jenen erfolgt die Kondensation aber nicht im Orts-, sondern im
Impuls- beziehungsweise Zustandsraum.

Die Bose-Einstein-Kondensation ist also ein makroskopischer Quantenef-
fekt, ndmlich die Besetzung einzelner Quantenzustinde durch eine makrosko-
pische Anzahl von Teilchen. Offenbar kénnen dies nur bosonische Zustédnde
sein, denn Fermionen besetzen Zusténde, in denen nur fiir ein Teilchen Platz
ist. Die mittlere Besetzung geméf der Bose-Einstein-Statistik [sie unterschei-
det sich von der Planckschen Verteilung (7.15) nur durch das chemische Po-
tenzial p),

f5(B) = o (6.64)

eksT — 1

ist dagegen nach oben unbeschrankt: sie steigt iiber alle Grenzen, wenn sich die
Energie F dem chemischen Potenzial ;1 ndhert. Dem dient die oben erwéhnte
starke Kiithlung. Wenn das chemische Potenzial grofler als (gleich) Null ist,
ist in oszillatorischen Systemen auch die Energie der Schwingungsmode, die
makroskopisch besetzt wird, groff er als (gleich) Null, und man nennt diese
Schwingungsmode hart (weich). Bekannte Beispiele sind der Laser?? und ge-
wisse strukturelle Phaseniiberginge in Kristallen?3.

Dies ist aber nur die quantenstatistische Seite der Medaille. Die quan-
tenmechanische besteht darin, dass die Wellenfunktionen der Teilchen im
Bose-Einstein-Kondensat kohdrent zueinander sind. Wir zeigen das Grund-
prinzip anhand des kohirenten Zustandes (6.26), wobei wir annehmen, dass
die Phase eine gitterperiodische Welle beschreibt (vgl. Harrison, Solid State
Theory, 1980, S.412f.):

w) =" Ane™ n); > A2 =1 (6.65)
n=0 n=0

(a ist wieder die Gitterkonstante, w die Wellenzahl). Die Energie dieser Mode
betragt

20 Br wurde mit der Verleihung des Nobelpreises fiir Physik fiir das Jahr 2001 an
Eric A. Cornell (*¥1961), Carl E. Wieman (*1951) und Wolfgang Ketterle (¥1957)
gewiirdigt (siehe www.nobelprize.com).

21 Kohn & Sherrington, Two kinds of bosons and Bose condensation, 1970.

22 Haken, Laserstrahlung — ein neues Beispiel fiir einen Phasentbergang, 1970.

23 Cowley, Structural Phase Transitions. I, 1980; Cochran, Soft Modes, A Personal
Perspective, 1981.
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. = 1 1
By = (w| H{Q}) lw) = hw > A2 (n + 2) = hw (w| i jw) + Shw  (6.66)
n=0
Fiir groe Besetzungszahlen erhilt man das gleiche Ergebnis wie im klassi-
schen Fall, in dem Amplitude und Phase einer Welle wohldefiniert sind.
Das Diagonal-Matrixelement des Operators der Normalmoden-Amplitude

ist in diesem Zustand gem&f Gleichung (6.57) von Null verschieden [siehe auch
Gl (6.27)):

A h N [ 2h =
(W] Qu |w) = Mo (w] b + by Jw) = Vo cos(wa) ;An_lAn\/ﬁ
(6.67)

Die Beitriige aller Zusténde |n) interferieren konstruktiv, so dass sich makro-
skopische Werte fiir (w|Q,, |w) ergeben kénnen. Fiir ein Gitter heifit dies,
dass seine Gitterpunkte [ um den Wert (dg;(t)) ~ dq(t) cos(wal) verschoben
sind. w = 0 bedeutet eine Verschiebung des Gitters als Ganzes (das kann im
dreidimensionalen Fall auch die Anderung der Winkel betreffen), wihrend bei
w = 7/a benachbarte Gitterpunkte in jeweils entgegengesetzte Richtungen
verschoben sind (Dimerisierung). Die Energie (6.66) fiir diese Verschiebung
stammt in Ionenkristallen aus der elektrostatischen Energie des Gitters — in
Kristallen mit iiberwiegender Valenzbindungen aus der elektronischen Bin-
dungsenergie, z.B. bei einem Peierls-Ubergang?*. Auf letztgenannte Weise
lassen sich unter anderem das rhomboedrische Arsen-Gitter der Halbmetalle
As, Sb und Bi (Peierls, 1955, § 5.4; Enders, 1984/1985) sowie die ferroelek-
trischen Phaseniibergéinge von GeTe und SnTe erklidren (Enders, 1984/1985).
Hierbei spielt die Elektron-Phonon-Wechselwirkung — namentlich der Peierls-
Ubergang als Band-Jahn-Teller-Effekt?® — eine entscheidende Rolle; wir wer-
den auf die Elektron-Phonon-Wechselwirkung im Abschn. 8.7 néher eingehen.

Wegen der festen Phasenbeziehung zwischen den Koeffizienten A,, _1e?#n-1
und A, e spricht man in derartigen Féllen auch von nichtdiagonaler lang-
reichweitiger Ordnung. Welcher Parameter Ordnungsparameter ist, hingt von
dem jeweiligen Phénomen und der zugrundeliegenden Wechselwirkung ab;
oben ist es die mittlere Gitterverschiebung (bei Ubergéngen in eine ferroelek-
trische Phase ist der Ordnungsparameter sowohl durch die Gitterverschiebung,
als auch durch die dadurch entstehende permanente Polarisation des Kristalls
gegeben). Weitere Beispiele sind

24 Sir Rudolf Ernest Peierls (1907-1995), Quantum Theory of Solids, 1955, §§ 5.3f.;
Calais, Is the Peierls Transition a Transition?, 1977; Burdett & Lee, Peierls Di-
stortions in Two and Three Dimensions and the Structure of AB Solids, 1983.

25 Hermann Arthur Jahn & Edward Teller (1908-2003), Stability of degenerate elec-
tronic states in polyatomic molecules I. Orbital degeneracy, 1937; Jahn, Stability

1I. Spin degeneracy, 1938; Teller, The Jahn-Teller Effect — Its History and
Applicability, 1982; Bersuker (Hrsg.), The Jahn-Teller-Effect. A Bibliographic Re-
view, 1984.
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e die Supraleitfahigkeit nach der BCS-Theorie?®; Ordnungsparameter ist
der sogenannte Quasi-Mittelwert®” (¢4 (7)1 (#')) der Wellenfunktion ei-
nes Cooper-Paares?®;
die Suprafluiditdt von Helium;
der Ferro- (w = 0) und der Antiferromagnetismus (w = 7/a); Ordnungs-
parameter ist die Spin-Ausrichtung gewisser Elektronen??;

e die kohérente Polarisation von Elektron-Loch-Paaren in Halbleitern; Ord-
nungsparameter sind die Matrixelemente gewisser Polarisationsoperato-

ren, siehe Gl. (8.115) unten.

Letzteres ist allerdings keine Bose-Einstein-Kondensation: Fiir das Vorliegen
einer Bose-Einstein-Kondensation ist die Existenz eines Ordnungsparameters
notwendig, aber nicht hinreichend, es bedarf immer auch der makroskopischen
Besetzung eines Zustandes.

Aufgabe: Uberpriifen Sie diese Ergebnisse anhand derer aus Abschn. 8.3 unten
und zeigen Sie, dass (w|A|w) = MwN {(g(0))* /2k gilt, mithin die Anregungs-
energie gleich der klassischen potentiellen Energie der Gitterverschiebung ist!
Hinweis: Schrédinger, Der stetige Ubergang ... , 1926; Kohn & Sherrington,
1970, Anhang II.

26 John Bardeen (1908-1991, Nobelpreise 1956 und 1972), Leon Neil Cooper (*1930,
Nobelpreis 1972) & John Robert Schrieffer (*¥1931, Nobelpreis 1972), Theory of
Superconductivity, 1957.

2T Bogoljubow, Quasimittelwerte in Problemen der statistischen Mechanik, 1961;
Tjablikow, Quantentheoretische Methoden des Magnetismus, 1968, §11.

28 Cooper, Bound electron pairs in a degenerate Fermi gas, 1956.

29 Hehler, Ferromagnetism as Einstein Condensation of Bloch Spin Waves, 1950.



7. Die Besetzungszahl-Darstellung
fiir Fermionen

7.1 Begriindung der Besetzungszahl-Darstellung
fiir Fermionen

Wie lassen sich die Vorteile der Besetzungszahl-Darstellung fiir Systeme nutz-
bar machen, die — wie die Elektronen im Atom — durch antisymmetrische Wel-
lenfunktionen — wie 15 (5.22) — beschrieben werden? Offensichtlich konnen
wir nicht einfach die Leiter-Operatoren b und b nebst ihrer Umdeutung in
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren iibernehmen, weil diese nicht mit
dem Pauli-Verbot ¢ p (21,22) = 0 (5.24) kompatibel sind. Die Besetzungs-
zahl-Darstellung fiir derartige Systeme muss sich deshalb wesentlich von der
fiir Oszillatoren unterscheiden. Auch die Verbindung zur Schréodinger-Theorie
ist etwas umstéindlicher als bei den Bosonen: Sie erfordert den Formalismus
der Zweiten Quantisierung, den wir im néchsten Kapitel kennen lernen wer-
den.

7.1.1 Die Besetzungszahl-Operatoren fiir Fermionen

Wir benétigen also eine (alternative) Besetzungszahl-Darstellung mit den fol-
genden Figenschaften (Jordan & Wigner, 1928):

1. Es gibt nur zwei Besetzungs-Zusténde |n): |n = 0) und |n = 1).
2. Die Wirkung der Vernichtungs- (a) und Erzeugungsoperatoren (a™) auf
diese Zusténde ist

al0)=0; a*|0)=11); all)=]0); a"[1)=0 (7.1)

Die Quadrate dieser Operatoren ergeben also in jedem Fall Null:

Iy =0 (7.2)

2
a®0) = (a*)"10) = a®[1) = (a™)
Und fiir die Produkte aus Vernichtungs- und Erzeugungsoperator haben wir

atal0)=0; a-at|0)=10); aTall)=1); a-at|1)=0

Daraus folgt die Beziehung
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e e ()= (1)

Mithin gilt — im Unterschied zur Vertauschungsrelation (6.6) — die Anti-
Vertauschungsrelation

a-a* +a*a=[a,at] =1 (7.3)

Auflerdem verifiziert man sofort, dass der Operator

A=ava; fAln)=n-|n); n=0,1 (7.4)
als Besetzungszahl-Operator aufgefasst werden kann.
Betrachten wir nun Produkte von Operatoren zu verschiedenen Zustéinden
(1, v). Gleichung (7.2) ist gleichbedeutend mit a2 = (a;)* = 0. Dies wird
durch die Beziehungen a,a, = —a,a, und a+ T=—ata ;, mithin durch die
Anti-Vertauschungsrelation
auly + ay 0, = a T ratal =0 (7.5)

v

garantiert. Schlielich folgt auf analoge Weise und unter Beriicksichtigung der
Anti-Vertauschungsrelation (7.3) die Anti-Vertauschungsrelation

(IHCLZ_ + az_au = 5;41/ (7.6)

Theoretisch sind auch andere Anti-Vertauschungsrelationen moglich, die dem
Pauli-Verbot gerecht werden, doch hat der Vergleich mit dem Experiment fiir
diese einfachsten entschieden.

1. Aufgabe: Begriinden Sie die Formeln (7.1) anhand der unter 1. genannten
Forderungen!

Aufgabe: Vergleichen Sie den Besetzungszahl-Operator 7 (7.4) mit seinem bo-
sonischen Gegenstiick (6.18)! Hinweis: Berechnen Sie die Potenzen 7!

Aufgabe*: Konstruieren Sie eine zweidimensionale Darstellung fiir die Opera-
toren a, at, 7 und 1 — 7 und zeigen Sie ,,die vollstéindige Symmetrie zwischen
a und at bzw. 7 und 1 — 7% (Pauli, Selected Topics in Field Quantization,
2000, S.4)! Hinweis: Beginnen Sie mit moglichst einfachen 2 x 2-Matrizen!

Aufgabe*: Zeigen Sie, dass die Anti-Vertauschungsrelationen (7.5) f. nicht
erfilllt sind, wenn man fiir den Zustandsraum das direkte Produkt ], |n.)
benutzt. Wie lauten die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in diesem
Raum? Hinweis: Untersuchen Sie den Operator [ —2afa,)a, (Jordan
& Wigner, 1928)!

u<y(
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7.1.2 Systeme mit zwei gleichen Fermionen

Wir setzen in Analogie zur Darstellung (6.22)

=Y YD G @00 g = o

n,v ny,no=0

Hierin beschreibt der Vektor |ny,n2) die Besetzung der beiden Ein-Teilchen-
Zustinde. Die Anti-Vertauschungsrelationen (7.5) f. erzwingen jetzt quasi au-
tomatisch die Anti-Permutationssymmetrie der Wellenfunktionen beziiglich
der Teilchenindizes, die im Rahmen der 1. Quantisierung durch geeignete Kon-
struktionen nebst viel umsténdlicheren Rechnungen gesichert werden muss.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zu bosonischen Systemen besteht
darin, dass die Anzahl der Teilchen im System erhalten bleibt; dies éndert sich
erst in der relativistischen Quantenfeldtheorie. Beim Austausch von Energie
mit der Umgebung wird — sehen wir von der Ionisierung von Atomen und
dhnlichen Prozessen ab — nicht die Anzahl der Teilchen, sondern die Energie
der im System enthaltenen Teilchen geédndert.

Im {ibrigen liefert die einfache Umformulierung von Zusammenhingen
nichts physikalisch Neues. Allerdings ergibt sich eine insbesondere fiir prak-
tische Rechnungen eminent wichtige Vereinfachung. Weitere Vorteile der
Besetzungszahl-Darstellung gegeniiber der Verwendung der Wellenfunktionen
nebst expliziter Beriicksichtigung ihrer Permutationssymmetrie sind (a) der
dsthetische Gewinn, (b) das generell einfachere und iibersichtlichere Rechnen
sowie (c) die dadurch entstehende Vereinfachung bei der Behandlung neuer
und/oder komplizierterer Sachverhalte, wie wir in den Beispielen unten sehen
werden.

7.1.3 Zwei-Niveau-Systeme. Quasi-Spin-Formalismus *

Zu den rétselhaftesten Erscheinungen gehort der Spin (,,Eigendrehimpuls®)
der Elementar- und Quasiteilchen. Da er in das Gebiet der relativistischen
Theorie fillt, gehen wir hier nur auf die bemerkenswerten formalen Beziehun-
gen zwischen den Spin-Operatoren und den Operatoren der Besetzungszahl-
Darstellung fiir Fermionen ein. Wir betrachten dazu ein Elektron, das sich
in nur zwei Zustinden: |u) (,unten“) und |o) (,oben), befinden kann, und
zeigen, dass es sich infolge dieser Beschriankung wie ein Spin der Grofle %h
verhiilt.! Umgekehrt kann es vorteilhaft sein, ein Spin-System mit Hilfe fer-
mionischer Besetzungszahl-Operatoren zu beschreiben.

Die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wirken auf
diese beiden Zustédnde geméf

a®lu) =lo);  alo)=|u) (7.7)

! Eine umfassende Behandlung des Zwei-Niveau-Systems findet man in Allen &
Eberly, Optical Resonance and Two-Level Atoms, 1987.
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Wir bilden aus ihnen die (hermiteschen) Quasi-Spin-Operatoren

1 1 1 1
Oy = §(a+ +a); oy = 2—@_((1+ —a); 0, = 5 (ata—aat) =ata— 3
(7.8)
und aus diesen den Vektor
s =ho =h(o,,0y,0;) (7.9)

Die Komponenten dieses Vektors erzeugen nun eine sogenannte Lie-Alge-

bra2:

SpSy — SySy = ilis, (zyklisch) (7.10)

Dies sind aber genau die Vertauschungsrelationen fiir den Drehimpuls %h, d.h.
flir einen Spin % (Pauli, Die Quantenmechanik des magnetischen FElektrons,
1927).

Umgekehrt kann man das Verhalten eines Spin—%—Teilchens durch ein spin-
loses Fermion in einem Zwei-Niveau-System beschreiben. Mit den Operatoren
a und aT lisst es sich im allgemeinen wesentlich einfacher rechnen als mit
Spin-Operatoren.

Zum Beispiel lautet der Hamiltonian fiir die Wechselwirkung des Spins s
mit dem Magnetfeld H (Pauli, 1927)

+ 4o + _ o
Hpy = —H.s=-— thquHyhujLthoz
mc mc 2 21
eh . + . + 1
= — |(Hy —iHy)a" + (Hy +iHy)a+H. (a a-3 (7.11)
me

In Analogie zum verschobenen harmonischen Oszillator wird dieses Modell als
verschobener Fermi-Oszillator bezeichnet?.

Andererseits sind die Bosonen-Operatoren den Spin-Operatoren #dhnli-
cher als den Fermionen-Operatoren. Daher ldsst sich die Elektron-Phonon-
Wechselwirkung oftmals leichter in Form der Spin-Boson-Wechselwirkung be-
handeln.

Abschlielend erwéhnen wir, dass sich fiir das Zweiband-Modell (|¢) = |1),
|[v) = [{)) Pseudo-Spin-Operatoren auch folgendermaflen definieren lassen:

U+:01+iay:ajav; J_zax—iay:ajac
N oy Lo +, .+ 1 +
O.Z_i( o —0 o )—§(acavavac—avacacau)—i(acac—avav)
(7.12)

Aufgabe: Wie lauten die ,,zirkularen® Operatoren o+ fiir das Modell (7.8)?

2 Marius Sophus Lie (1842-1899), Theorie der Transformationsgruppen, 1888-93.
3 Siehe Haken, Quantenfeldtheorie des Festkorpers, 1973, § 14b: hier wird auch der
Grundzustand dieses Systems berechnet.
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7.2 Kohirente Zustinde 11
7.2.1 Der thermische Phasen-Zustand

Der thermische Phasen-Zustand |¢yy) ist ein kohédrenter Zustand (6.23), des-
sen Koeffizienten A,, durch den Boltzmann-Faktor* exp {—E,/kgT} (kg —
Boltzmann-Konstante, 7' — absolute Temperatur) bestimmt sind (¢,, = 0)%:

) = Np /23 e H8T In); Np= Y e T (7.13)

n

Wenn |n) die stationéiren Zusténde eines harmonischen Oszillators sind,
haben wir E,, = hiw(n + %), n=20,1,---, mithin

[thn) = =V1l-e ~RRT Z ne” T |n) (7.14)

Das entsprechende Diagonal-Matrixelement des Besetzungszahl-Operators ist
gleich der Planckschen Verteilungsfunktion fp):

(Vin

_ _hw > _ nhw 1 hw
By = (1- e BT) Sone B = = () (715)
n=0

e*sT — 1 ksT

Sie beschreibt die mittlere Anzahl von Energiequanten in einem Quantenos-
zillator im thermodynamischen Gleichgewicht (vergleiche § 6.1.1). Denn die
mittlere Energie eines harmonischen Oszillators im thermischen Gleichgewicht
ist (Einstein, 1907)

> nhwe” *5T Fiew b
(E)ua = n:(;o—m - kBT% B hwfpl(kBT) (7.16)
e BT e FBT —
nz::O

Sie ist also gleich der Energie eines einzelnen Energiequants, hw, multipliziert
mit der mittleren Anzahl von Energiequanten, fp), die diesen Oszillator beset-
zen (und zwar als System! siehe § 6.1.1) — die Theorie ist insoweit konsistent.
Die hier nicht beriicksichtigte Nullpunktsenergie %hw addiert sich einfach zu
(E) . (7.16) hinzu.

Fiir Fermionen haben wir dagegen n = 0, 1, mithin

— _Eo_ _ B
e 2kBT ‘O> + e %FBT |1>

Eo B

e kBT + e kBT

(7.17)

) = 1) =

4 Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906), Weitere Studien iiber das Wirmegleich-
gewicht unter Gasmolekilen, 1872.
5 Vgl. Schleich, Quantum Optics in Phase Space, 2000, S.53.
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Das entsprechende Diagonal-Matrixelement des Besetzungszahl-Operators ist
gleich der Fermi-Diracschen- Verteilungsfunktion®, wenn man Ey als Fermi-
Energie ansieht:

< F

1 _ Bn_ 1
e M= e

e *BT 4+ ¢ BT ,_ e BT 41

Die Wellenfunktion |¢n) (7.13) scheint auf hochst elegante Weise die
Beriicksichtigung von Temperatureffekten zu ermoglichen. In der Regel hat
man es jedoch mit inkohiirenten statt mit kohirenten Uberlagerungen zu tun
und muss mit gemischiten Zustinden arbeiten. Dies geschieht mit Hilfe der
Dichtematrix, die wir im folgenden Paragrafen kennen lernen werden.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion (7.14) zu einem verschobe-
nen Oszillator gehort! Hinweis: Berechnen Sie das Matrixelement <¢glo| b+

b [0
7.2.2 Dynamik statistischer Gesamtheiten — Die Dichtematrix *

Die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zeigen, dass auch in quantenmechani-
schen Viel-Teilchen-Systemen bei endlichen Temperaturen nicht nur die ener-
getisch tiefsten stationéren Zustéinde besetzt sind, sondern im Prinzip alle.
Deshalb muss man die Quantenmechanik — die sozusagen eine T' = 0-Theorie
ist — erweitern. Wir skizzieren hier nur einige Grundziige der Theorie, soweit
wir sie im Abschnitt 8.6 bendtigen werden.

Wenn sich die Zustédnde |n) kohérent zum thermischen Phasenzustand
(7.13) iiberlagern, erhélt man fiir den Erwartungswert eines allgemeinen Ope-
rators O den Ausdruck

A _Em+Ey ~
<O>k0h’drent </¢th| O |wth th Z ¢ et ml o |n> (719)

Uberlagern sich die Zustéinde dagegen — wie es die Regel ist — inkohdrent, so
mitteln sich die Nichtdiagonal-Matrixelemente durch destruktive Interferenz
der Phasenfaktoren e?#» heraus und man erhilt als Erwartungswert

A _ o _ BptBy A
O = N1 eilen—em)e™ SR (] O |n)
- th
inkohé&rent
m,n

Diese Formel gilt allerdings nur bei Benutzung der Energie-Eigenfunkti-
onen. Um uns von dieser Einschréinkung zu befreien, bauen wir sie zu einem

8 Fermi, Zur Quantelung des idealen einatomigen Gases, 1926; Dirac, On the Theory
of Quantum Mechanics, 1926.
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Matrizen-Formalismus aus. Dazu schreiben wir (den Index ,inkohirent weg-
lassend)

(0) = z§<nle B0 ) = 4 5 tnle 61 = 5 {10
Z = 26 AE Z<m|67ﬁﬁlm>:5‘p{e*ﬁﬁ}; B=1/ksT

m

(7.21)

Z ist die Summe des Boltzmann-Faktors tiber alle stationédren Zustdnde des
Systems, kurz die Zustandssumme. Die Spur (Sp), die Summe iiber alle Diago-
nalelemente einer Matrix, ist invariant gegeniiber unitdren Transformationen
der Wellenfunktionen und damit unabhéngig von der Darstellung der Wel-
lenfunktionen und Operatoren. Statt der Energie-Eigenfunktionen |n) kénnen
wir deshalb einen beliebigen vollstindigen Satz {1, (x) }von Wellenfunktionen
verwenden.

Es ist daher zweckméBig, die Dichte-Matrix bzw. den Dichte-Operator
einzufiihren:

1 e 1 )
prm = (nle BH ) p= ¢ AL Sp{pyr=1 (7.22)

Hiermit schreiben sich die Erwartungswerte eines Operators
<O> — Sp {ﬁé} (7.23)

Zu der Wichtung der Zustédnde durch die Raumeinnahme tritt die Wichtung
durch ihre thermische Besetzung.

Fiir den Dichteoperator (7.22) gilt ein zum klassischen Liouvilleschen
Theorem” analoger Erhaltungssatz:

aplt) iy 0
L =LA@, 0] + L2 =0 7.24
P2 = AW, + (7:24)
Aus ihm resultiert als Bewegungsgleichung des Dichteoperators die quanten-
mechanische Liouville- oder von-Neumann-Gleichung®

00) _ L [aw, o) (7.25)

Das Vorzeichen auf der rechten Seite ist entgegengesetzt zu dem in der Hei-
senbergschen Bewegungsgleichung fiir nicht explizit zeitabhéngige Operato-
ren, doch beachte man, dass auf der linken Seite nicht — wie dort — die totale,
sondern die explizite Zeitableitung steht.

" Joseph Liouville (1809-1882), J. de Math. 3 (1838) 349 (nach Tolman, 1979, S.49,
Fn.).

v. Neumann, Wahrscheinlichkeitstheoretischer Aufbau der Quantenmechanik,
1927; Thermodynamik quantenmechanischer Gesamtheiten, 1927; Mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik, 1932, Abschn. V.1. — S. auch Landau, Das
Dampfungsproblem in der Wellenmechanik, 1927; Dirac, The basis of statistical
mechanics; 1929; Note on the exchange phenomena in the Thomas atom, 1930.

8



152 7 Die Besetzungszahl-Darstellung fiir Fermionen

Gleichung (7.25) ist die Grundlage der Berechnung von Materialeigen-
schaften wie elektrische und magnetische Suszeptibilitit im Rahmen der
Dichtematrix-Theorie (I'inskii & Keldysh, 1994). Wir werden im Abschnitt
8.6 davon Gebrauch machen.

7.3 Beispiel: Locher (Defektelektronen) in Halbleitern

Das durch das Pauli-Verbot implizierte Aufbauprinzip der Atombhiille findet
sich in der sukzessiven Besetzung der elektronischen Zusténde in Festkorpern
wieder, da diese aus den atomaren Zustédnden gebildet werden. Insbesondere
gibt es eine Analogie zu solchen mit der Auffiillung der Schalen verbundenen
Effekten, wie der Einwertigkeit des Chlors in der Salzsdure, HCl. Wir kommen
damit zu einem Konzept, das insbesondere fiir die Beschreibung von Halblei-
tern unentbehrlich ist. Es zeigt sich ndmlich, dass man in einem annéhernd
gefiillten Band nicht immer die etwa 10?* (!) vorhandenen Elektronen beschrei-
ben muss, sondern sich in vielen Fillen auf das Fehlen einer relativ geringen
Anzahl von Elektronen beschrinken kann. Die Besetzungszahl-Darstellung
scheint wie geschaffen dafiir, dieses Konzept zu realisieren.
Die Wellenfunktion des voll besetzten Valenzbandes v sei

1.BZ 1.BZ

@) = ] aii 10uk) = ] 11k0) = [10) (7.26)
k k
Zu einem voll besetzten Band ldsst sich kein Elektron hinzufiigen, deshalb
ergibt die Gleichung (a*)? = 0 sofort

1.BZ

2
af @y = (al)” 10uk) [T o 0ur) =0 (7.27)
k' #k

Diese Wirkung erinnert an die Grundzustands-Eigenschaft a |0) = 0]0). Wir
setzen daher — zunéchst rein formal —

Ay = djk; ajk = dyk (728)

Der Operator d* ,vernichtet“ ein Valenzelektron und ,erzeugt“ an dessen
Stelle ein ,Loch® (auch Defektelektron genannt).® Diese Locher sind wieder
Fermionen:

dnkd;t/k/ + d:/k/dnk = §nn’5kk' (7'29)

GeméB Gleichung (7.27) ist das volle Valenzband |1,) der Locher-Grundzu-
stand (das Locher-Vakuum) |04):

9 Bei dieser Betrachtungsweise wird von Vielteilchen-Effekten abgesehen, aufgrund
derer die Valenzelektronen realiter in andere Zusténde tibergehen.



7.3 Beispiel: Locher (Defektelektronen) in Halbleitern 153
dok |0a) = a |1,) = 0]1,) = 01]04) (7.30)

Die Anregung des Valenzbandes besteht mithin in der Erzeugung von Léchern:

1.BZ 1.BZ
@53 100) = auey = T] o) 00) = T] 0) 1) (7.31)
k' #£k k' #£k

Die physikalischen Konsequenzen dieses Locherbildes lassen sich am an-
schaulichsten anhand des Hamiltonians fiir ein Leitungsband ,,¢* und ein Va-
lenzband ,,v* ableiten. Wir schreiben

f{ = Z Eck:’ﬁ‘ck + E Evkﬁvk
k k

- Z Eckﬁck - Z Evkdjkdvk + Z Evk
k k k (732)
Elektronen im Locher im relativ uninteressante Energie
Leitungsband Valenzband des vollen Valenzbandes

und erhalten folgende Ergebnisse:

1. Die Locher nahe dem Valenzband-Maximum besitzen eine positive effek-
tive Masse:
h2k? h2k?

Eyi = Ey — = - Evkdjkd”k = <2

— v[)) dh dpr (7.33)

2my, My

2. Die Locher besitzen eine positive Ladung: der elektronische Ladungsdichte-
Operator fir das Valenzband ist ndmlich (e — positive Elementarladung)

Prv = —eaap = edl dy —e (7.34)

Der erste Term bezieht sich auf das angeregte Loch, der zweite auf die La-
dung des vollen Valenzbandes (sie wird durch die Ladungen der Atomriimpfe

kompensiert). Diese effektive positive Ladung zeigt sich im anomalen Hall-
Effekt!'C.

Aufgabe*: Weshalb lassen sich das Photoelektronen-Spektrum und der Bre-
chungsindex nicht im Rahmen der Lochertheorie beschreiben?

10 Edwin Herbert Hall, 1855-1938. — Der von E. Hall 1879 erstmals beschriebene
gewoOhnliche Hall-Effekt wird durch Elektronen hervorgerufen.



8. Vom Viel-Teilchen-System
zur Quantenfeldtheorie

Wenn man die Quantenmechanik und Relativitdtstheorie mit der groflen franzosi-
schen Revolution von 1789 und der Oktoberrevolution von 1917 vergleicht, dann
erinnert die Quantenfeldtheorie mehr an die englische glorreiche Revolution von
1688: die Verhiltnisse haben sich soweit gedndert, dass sie die alten bleiben
konnten.

(S. Weinberg, 1977%)

Die Quantenfeldtheorie ist die Quantentheorie von Systemen, deren dynami-
sche Variablen Felder sind. Das fiir die Festkorperphysik bei weitem wichtigste
Feld ist das elektromagnetische Feld. Die von uns bevorzugte Besetzungszahl-
Darstellung gestattet eine hochst anschauliche einheitliche Beschreibung von
Feldern und von quantenmechanischen Systemen, wie den Elektronen im Kri-
stall. Die volle Leistungsfihigkeit dieses Formalismus wird wieder bei der Be-
handlung von Wechselwirkungen zum Tragen kommen.

8.1 Problemstellung und Ubersicht

Es muss mit der Moglichkeit gerechnet werden, dass die Ubernahme des Ansatzes
fiir die potentielle Energie aus der gewohnlichen Mechanik nicht mehr erlaubt
ist, wenn beide ,,Punktladungen® in Wahrheit ausgedehnte Schwingungszusténde
sind, die einander durchdringen.

(E. Schrédinger, Uber das Verhdltnis ... , 1926, S.750f., Fn.1)

Physikalische Felder sind raumlich verteilte Systeme mit unendlich vielen Frei-
heitsgraden. Thre klassischen dynamischen Variablen sind Funktionen {iber
dem Ortsraum, sagen wir, u(z,t) und u(x,t), die die Verteilung des Sys-
tems im Ortsraum und deren zeitliche Verinderung beschreiben. Und statt
mit einem einzigen Parameter Gesamtenergie hat man es mit einer Vertei-
lung der Gesamtenergie iiber den Ortsraum, der Energiedichte zu tun. Man
fiihrt dementsprechend Lagrange- und Hamiltondichten ein. Der direkteste
Weg zu einer quantenmechanischen Feldbeschreibung fiihrt iiber das Postu-
lat, dass die hierbei definierten kanonisch-konjugierten Feldvariablen u(z,t)

! Steven Weinberg (*1933, Nobelpreis 1979), The search for unity. Notes for a
history of quantum field theory, 1977 (nach Kuhn & Strnad, 1995, S.160).
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und 7(x,t) zu Operatordichten werden: u(x,t) — a(z,t), 7(z,t) — 7 (z,t), die
Vertauschungsrelationen geniigen mogen, die analog zu denen der kanonisch-
konjugierten Variablen der Kontinuummechanik sind.? Man kann dann die
Vertauschungsrelationen dadurch erfiillen, dass man diese Operatoren nach
geeigneten modalen Eigenfunktionen und Erzeugungs- bzw. Vernichtungsope-
ratoren entwickelt; man gelangt so zur Besetzungszahl-Darstellung.

Nach dem im 4. Kapitel vorgestellten Quantisierungsverfahren ergeben
sich Begrenzungs- und schliefllich Wellenfunktionen im Phasenraum dieser
kanonisch-konjugierten Feldvariablen, sagen wir, ¥(u) und @(7). Es ist jedoch
wesentlich einfacher, die Feldvariablen so darzustellen, dass der fiir punktme-
chanische Systeme entwickelte Formalismus unmittelbar angewendet werden
kann. Dies gelingt mit Hilfe der Entwicklung der Feldvariablen nach Normal-
moden.? Hierbei werden die rdumlichen und die zeitlichen Abhingigkeiten
der Feldvariablen durch wverschiedene Funktionen erfasst. Die nur von den
Ortsvariablen abhéngigen Funktionen sind orthonormiert und beschreiben
die rdumliche Ausdehnung des Feldes. Diese wird nicht durch die Feldener-
gie(dichte), sondern durch die Anfangs-, Rand- und Ausbreitungsbedingun-
gen bestimmt und unterliegt deshalb der klassischen Diskretisierung — nicht
jedoch der Quantisierung. Dagegen beschreiben die nur von der Zeitvaria-
blen abhingigen Entwicklungskoeffizienten die Schwingungen der einzelnen
Normalmoden. Analog zum Federschwinger wird deren Amplitude durch die
Energiedichte begrenzt. Die Aufgabe besteht folglich darin, die Normalmoden-
Entwicklung dergestalt durchzufiihren, dass diese Schwingungen formal genau
so wie die eines Federschwingers behandelt werden kénnen:

Regel: Wihle die Dimension der Normalmoden-Amplitude derart,
dass die Entwicklungskoeffizienten die Dimension Linge besitzen.

Merke: Das heuristische Element ldsst sich bei kaum einer Quanti-
sierung vermeiden!

Danach hat man es mit einer Menge von abzdhlbar unendlich vielen Oszilla-
toren zu tun. Bei der Interpretation dieser Menge werden wir uns an Plancks
Vorstellung iiber die Verteilung von , Energieelementen® auf ,, Resonatoren*
halten (siche Abschnitt 1.1). Die Frage nach der Besetzung der Zusténde die-
ses Systems wird sich dabei von selbst stellen und beantworten.

2 Dirac, The Quantum Theory of the Emission and Absorption of Radiation, 1926.

3 Born, Heisenberg & Jordan, Uber Quantenmechanik II, 1926, §4.3; Fermi, Quan-
tum theory of radiation, 1932. — Siehe auch Heitler, The Quantum Theory of
Radiation, 1954.
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8.2 Klassische kanonische Feldtheorie
und Normalmoden-Entwicklung

8.2.1 Kanonischer Formalismus fiir klassische verteilte Systeme

Der kanonische Formalismus fiir verteilte, kontinuierliche Systeme lasst sich
relativ einfach als Grenziibergang N — oo eines N-Korper-Systems mit
Zwei-Korper-Wechselwirkung begriinden.* Dazu schreiben wir die Hamilton-
Funktion (3.33) als

H ({u(ndz,t)} {p(nAz,t)}) = T ({p(ndz,1)}) + V ({u(ndz,1)});

N-1 N-1

T (fp(nde, 1)) = 512 3 plnde )2 = 03 lna, 1)
N—Ti:2 n=2

V ({u(nAz,t)}) = g 3 [u((n+1) Az, t) — u(nAz, 1)
n=1

(8.1)
und fithren den Grenziibergang
N — o0, Ax — 0, N - Az =1 = const > 0;

u(nAz,t) — u(x,t); g: u(nAz,t) - Az — flu(x,t)dm (8.2)
n=1 0

durch. Anstelle der Bewegungsgleichung (3.82) erhalten wir eine d’Alembert-
sche Wellengleichung®:

Mii(z,t) = kAx?u” (z,1); o (z,t) = a%u(m,t) (8.3)

Fiir die potentielle und die kinetische Energie ergeben sich die Ausdriicke

l

l

V (u(z, 1)) = gm/[u'(x,t)fdx; T (p(z, 1)) = ﬁﬁ/[p(m,t)fdx
0 0

(8.4)

Aus letzteren folgen sofort — im Unterschied zur Gleichung (8.3), die dies-
beziiglich nicht ganz eindeutig ist — die notwendigen Parameter-Skalierungen:

M — 0, M/Ax = p = const > 0; K — 00, kAx = g = const >0
(8.5)

4 Fick, Finfihrung in die Grundlagen der Quantentheorie, 1988, Kap. 5.2; Haken,
Quantenfeldtheorie des Festkorpers, 1973, §9; ter Haar, Quantentheorie, 1970,
Kap.8.

5 d’Alembert, Reflexions sur la cause generale des vents, 1747.
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Hierin sind p die lineare Massendichte und ¢ der Youngsche Modul®. Aufler-
dem muss der Impuls p(z,t) (die letzte punktmechanische Variable an dieser
Stelle!) durch die Impulsdichte

m(x,t) = lim p(@.1)

Az—0 Az (86)

ersetzt werden.
Der Kontinuum-Grenzfall ist also erwartungsgemif das Bernoullische Pro-
blem fiir die stehenden Wellen einer Saite”:
0u(z,t) B 82u(x,t)_ s g

CZaZt e an ; ct = ;’ U(O,t) = u(l,t) = 0 (87)

An die Stelle der Schwingungsfrequenzen ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit
c als innerer Parameter einer Welle getreten. Darin spiegelt sich die Tatsa-
che wieder, dass eine Welle nicht nur ein zeitlich, sondern auch ein rdumlich
periodischer Vorgang ist. Frequenz und Wellenlédnge sind dagegen duflere Pa-
rameter, die einer Welle durch #uflere Anregung beziehungsweise raumliche
Begrenzungen (Resonatoren!) aufgepriagt werden.

Die potentielle und die kinetische Energie sind nun nicht mehr Funktionen
von Koordinaten und Impulsen, sondern Funktionale der Feldvariablen:

l

/) (2,1)] T [n( é;j (@, 1)] (8.8)

0

Vu

l\D\Q

Wie sieht nun die zur Wellengleichung dquivalente Lagrangesche Bewegungs-
gleichung aus?

Um das Problem der Ortsintegration zu umgehen, fassen wir die Lagrange-
Funktion L =T — V als Integral iiber die Lagrange-Dichte L auf:

l
= /E(ﬂ,u’)da:; L(u,u") =
0
Die Wellengleichung ergibt sich dann aus der Gleichung

d oL (u(x,t), ' (x,t)  d IL(u(z,t),u' (x,1))
dt 0u(z,t) dz o' (x,t)

[N st

m%ﬂQ—waJV (8.9)

=0 (8.10)

Da wir die Funktion wu(z,t) selbst berechnen wollen, bringen wir sie in die
folgende, der Lagrangeschen Bewegungsgleichung der Punktmechanik nach-
empfundene Form:

5 Thomas Young (1773-1829). — Wir verwenden nicht das in der Elastizititstheorie
iibliche Symbol E, um Verwechslungen mit der Gesamtenergie zu vermeiden.
Bernoulli, Ezamen principorum mechanicae, 1726 (nach Riemann, Uber die Dar-
stellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, 1892; Gould, Va-
riational Methods for Eigenvalue Problems, 1957, § I11.4).
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d oL [u(z, )] oL [u(z,t)] _
dt ou(z,t) du(z,t)

(8.11)

Dafiir fordern wir fiir die Ableitung /0 f(x) nach einer (stetigen) Funktion
f(x) (die Zeitvariable lassen wir hier als festzuhaltenden Parameter fort) die
Eigenschaften

5
6f(x)

l
/ L
0

)1 d OL(f'(x))

l
J i o
O/L(f () da' = 2 =g (312

)
6f(x)

l 1
[evayar = [ O £(f(a'))da’
0 0

l

nebst
6f(z) §f'(«) _ 0 /
= —d(x— 8.15
5f(x) @) a0 ) (8.15)
gelten. Dies entspricht nun gerade den Eigenschaften der Variationsableitung,
die Euler (1744) zur Losung von Extremalaufgaben eingefiihrt hat.
Wir gelangen somit zu der folgenden

=§(x —2');

Regel: Der kanonische Formalismus der Punktmechanik kann auf
kontinuierliche Systeme tbertragen werden, indem die partiellen Ab-
leitungen durch die Fulerschen Variationsableitungen ersetzt werden.

Der kanonische Impuls ist dann die Impulsdichte

_ 0L [u(z,t)) _ OL(u,u')
def ou(z,t) ou(x,t)

m(x,t) = pt(z,t) (8.16)

fiir die Lagrange-Funktion (8.9), in Ubereinstimmung mit der Definition (8.6).
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Die Hamilton-Dichte ist

H(z,t) = m(z, t)u(z,t) — L (u(z,t),u (z,t))

de

1
=T (nlo, ) +V (' (@,0) = £(2) = om0 + G0l 1) (817)
fiir dieses Modell, wobei () die orts-, aber nicht zeitabhéngige Energiedichte
bezeichnet. Die Hamilton-Funktion ist logischerweise das rdaumliche Integral
iiber die Hamilton-Dichte, sie wird als Funktional der Felder u(z,t) und 7 (z,t)
aufgefasst:

l
H(t) = H [r(, 1), / H(x (8.18)

Das ist in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen (8.8). Die Gesamtenergie ist

By = / E(x /l [;pﬂ(a:,t)2+gu’(x,t)2} d (8.19)
0

Aufgabe: Tllustrieren Sie die Aussage, dass Frequenz und Wellenlinge dujSere
Parameter einer Welle sind, anhand von speziellen Losungen der Wellenglei-
chung!

Aufgabe: Formulieren Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir eine
Welle und zeigen Sie, dass diese kompatibel mit der Wellengleichung sind!
Hinweis: Berechnen Sie 6 H/éu und 6H /4!

8.2.2 Elektromagnetische Wellen

Dieser [Maxwell] wire nicht so oft missverstanden worden, wenn man das Stu-
dium nicht mit dem treatise begonnen hétte, wihrend die specifisch Maxwell’sche
Methode in dessen fritheren Abhandlungen viel klarer hervortritt.

(L. Boltzmann®)

Wir betrachten der Einfachheit halber ebene elektromagnetische Wellen im
,Vakuum® und beginnen wie iiblich mit den entsprechend vereinfachten
Maxwell-Gleichungen?:

8 In: Maxwell, Uber Faradays Kraftlinien, 2001, S.99.

9 James Clerk Maxwell (1831-1879), On physical lines of force, 1861/1862; Dy-
namical Theory of the electromagnetic field, 1864; A Treatise on FElectricity &
Magnetism, 1891, Pt. IV, Ch. IX. — Wir folgen i. wes. Haken (1973, §11), stellen
aber auf SI-Einheiten um; vgl. auch Sommerfeld, Elektrodynamik, 2001.
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VE = 0; VB = 0; VxE=-B; VxB=c’E
-1 —1/2 (8.20)

H = p,° B; D =&y E; co = (goko)

(0, €0 — Induktions- bzw. Dielektrizitidtskonstante des Vakuums, ¢y — Licht-

geschwindigkeit im Vakuum). Zur Losung dieser Gleichungen werden oft die

Potenziale A und @ eingefiihrt (Lorentz, 1895, 1909)0:

B=VxA, E=-A-V® (8.21)

Wir werden sie auch fiir die kanonische Theorie der Wechselwirkung eines
elektromagnetischen Feldes mit elektrischen Ladungen und Strémen benéti-
gen.

Die Potenziale werden durch die Gleichungen (8.20) allerdings nicht ein-
deutig bestimmt; ihre Festlegung durch gewisse Zusatzforderungen nennt man
Eichung (Weyl, 1923). Fiir die Beschreibung transversaler Felder eignet sich
besonders gut die Eichung

VA=0¢=0 (8.22)

Der Vorteil, dass die nicht vorhandenen Freiheitsgrade von vornherein elimi-
niert werden, wird allerdings mit dem Nachteil erkauft, dass diese Eichung
nicht manifest relativistisch kovariant ist!!.

Mit der Eichung (8.22) erhiilt man fiir jede Komponente des Vektorpoten-
zials einzeln die d’Alembertsche Wellengleichung;:

(A L ) A(r,t) =0 (8.23)

2 o2

Die Losungen fiir die drei Komponenten A;, A,, A, sind jedoch nicht un-
abhéngig voneinander, sondern durch die Eich-Bedingung (8.22) miteinander
verkniipft. Hierin liegt eine der Quellen fiir die Schwierigkeiten bei der Quan-
tisierung des elektromagnetischen Feldes [siche Gleichung (8.62) unten).

Wir skizzieren nun den kanonischen Formalismus fiir die Wellengleichung
(8.23), wobei wir uns eng an den vorangegangenen Paragrafen anlehnen.

In die Lagrange-Dichte gehen als generalisierte Koordinaten die unabhéngi-
gen dynamischen Feldvariablen ein; das sind in diesem Fall das Vektorpoten-
zial und seine Zeitableitung (hierbei wird die Eichung aufer acht gelassen, die
ja auch unabhiingig von der Wellengleichung ist): £(r,t) = L(A(r,t), A(r,t)).
Die Lagrange-Gleichungen lauten somit

10 Bereits Maxwell (On Faraday’s lines of force, 1856) sah die Potenziale als physi-
kalische, nicht nur als Hilfsgréf8en an. Thre physikalische Relevanz tritt spétestens
im Schwarzschild-Sommerfeldschen Prinzip der kleinsten Wirkung zutage (Som-
merfeld, FElektrodynamik, 2001, §32E) und wurde letztgiiltig im Aharonov-Bohm-
Effekt (1959) nachgewiesen; vgl. auch die historischen Anmerkungen in Tricker,
Faraday und Mazwell, 1974, S.131; Sommerfeld, a.a.O.; Longair, Theoretical Con-
cepts in Physics, 2003, S.91.

11 Siehe z. B. Greiner & Reinhardt, Feldquantisierung, 1993, §7.6.
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d 6L OL
dt §A(r,t) OA(r,t)

=0 (8.24)

Die Wellengleichung (8.23) folgt dann aus der Lagrange-Funktion

1 ; _
L) = 5 [ 04002~ 15 (VA 0)°
15" (VA (r,0) = g (VAL ()| dir - (8:25)
Die zum Vektorpotenzial A(r,t) konjugierte kanonische Impulsdichte lau-
tet folglich

oLty . ,
II(r,t) i 76A(r,t) =egpA(r,t) (8.26)

Mit ihr folgt die Hamilton-Funktion zu

H[A,IT] = /11 CAdPr — L (8.27)

1
:7/F;H%HQWV%f+%%v%f+%ﬂw&fp%

2
(8.28)
Aufgabe: Diskutieren Sie den Begriff , Vakuum* anhand der Tatsache, dass eq

und g endlich sind! Hinweis: Diese Tatsache bedeutet, dass das ,, Vakuum*
polarisierbar und magnetisierbar ist.

Aufgabe*: Diskutieren Sie das Problem der Eichinvarianz unter dem Gesichts-
punkt der Freiheitsgrade! Hinweis: Verringert die Fichinvarianz die Anzahl der
unabhéingigen dynamischen Variablen?

Aufgabe: Begriinden Sie die einzelnen Faktoren in L(¢) anhand der Energie-
dichte! Hinweis: Vergleichen Sie die Formel E = % Ik (50E2 + Ly 1B2) d3r mit
Gleichung (8.27)!

8.2.3 Normalmoden-Entwicklung

Eine Saite der Liange [, deren Schwingungen durch die Wellengleichung be-
schrieben werden, ist ein mechanischer Resonator, in dem die Normalmoden

Uy () = V2sin(wz); w=w; = %j; j=123 - (8.29)

existieren konnen. Diese Normalmoden sind orthogonal zueinander:

l
/%m%@m:%w (8.30)
0
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und es gilt die Vollstandigkeitsrelation
Zuw(w)uw(x’) =§(x—2a')-1 (8.31)

Dies berechtigt uns, die Feldvariablen u(z,t) und 7 (z,t) in eine Fourier-Reihe
nach diesen Normalmoden w zu entwickeln:

u(x,t) = qu(t)uw(x); m(x,t) = Zﬂw(t)uw(x); Tw(t) = pduw(t)
! ’ (8.32)

Fiir die Energiedichte (8.17) ergeben sich eher unanschauliche Doppelrei-
hen iiber die Wellenzahlen w. Der Ausdruck fiir die Gesamtenergie (8.19)
vereinfacht sich jedoch dank der Orthogonalitét (8.30) zu

l lw?
B =3 B B = o+ Sde) (639)

Dies ist gleich der Summe der Energien E,, der Normalschwingungen g, (t).
Letztere sind jeweils gleich der Energie eines klassischen Federschwingers mit
der Masse M,, = pl, der Federkonstanten k., = glw? und der Kreisfrequenz

ww:M]\Z:\/gw:cw (8.34)

Die den Ortsvariablen ¢, (t) entsprechenden kartesischen Impulse sind
Put) = Mudu(t) = 1 7o (1) (8.35)

Damit lautet die punktmechanische Zustandsgleichung eines solchen Os-
zillators

Hoy (qu(8), pu(t) = ———p2,(£) + 222 (t) = E$Y = const;
ZHw (quw(t), pw(t)) = Et(g)

w

(8.36)

Aufgabe*: Zeigen Sie, dass die Vollsténdigkeitsrelation die Aquivalenz der Be-
schreibung der hier untersuchten Vorgénge durch ein iiberabzéhlbar unendli-
ches Kontinuum einerseits und eine abzéhlbar unendliche Menge andererseits
sichert!

8.3 Quantisierung der Normalschwingungen

8.3.1 Quantisierung der Entwicklungskoeffizienten q,, und p,,

Die Hamilton-Funktionen H,, (8.36) besitzen konstruktionsgemif exakt die
Struktur der Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators der Punktme-
chanik. Wir konnen deshalb dessen quantenmechanische Form sofort tibertra-
gen: Hy(quw,Pw) = Huw(Gw, Pw)- Als Losungen der stationdren Schrédinger-
Gleichung erhalten wir Produkte (4.61) aus Gauf-Funktion und Hermiteschen
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Polynomen fiir die Wellenfunktionen ),,(g,,) und ¢, (p,,) sowie die Energien
E,, :Fuuw(nw—&—%) mit n, =0,1,--- und w = wy, wo, -+ -.

8.3.2 Besetzungszahl-Darstellung

Zur Interpretation des quantisierten Feldes nehmen wir an, dass die Feldva-
riable u(x,t) das linear polarisierte elektromagnetische Feld in einem Reso-
nator beschreibt, das mit einem &dufleren elektromagnetischen Strahlungsfeld
und iiber dieses mit den Feldern in einer groflen Anzahl gleichartiger Reso-
natoren im Gleichgewicht steht. Die Frequenz aller Resonator-Felder sei die
der Grundmode (w = wj). Wenn man dieses Gleichgewicht auf die Planck-
sche Weise betrachtet, dann entsprechen die Energiequanten hr = hw; den
»Energieelementen“, die Planck auf die Resonatoren aufteilt (siehe § 6.1.1).
Mithin ist ng) = pgw) die Anzahl der Energiequanten hw,, im Zustand
E,,6 = (% + Ny )hw,, der Mode w im Resonator i. Die Zustinde E;, Fa,
., By, jeder einzelnen Mode w werden sukzessive besetzt.

Diese sukzessive Besetzung wird nun wieder zweckméfligerweise mit Hilfe

von Leiteroperatoren wie (6.1) beschrieben:

W gw
=\ 2y P \/ ooy T =1 25\ﬁw T\ gy de (837)
by = =iy 5wty 57 —Gw = — w+\/ (8.38)
w 27mw 2771w 2h\ﬁ 2h

Mit ihnen erhalten wir fiir den Hamiltonian der Mode w erwartungsgeméf
den Ausdruck

. 1 1
H, = hw,, (b;bw + 2) = hwy, (ﬁw + 2) C R = blby (8.39)

Der Gesamt-Hamiltonian als Summe aller Moden-Hamiltonians wird schlief-
lich

. . 1
Htot = ZHw = Zm}w <ﬁw + 2) ) flw = b,j)bw (840)

Er beinhaltet die diskreten Anregungen eines nichtklassischen Feldes — dessen
rdumliche Verteilung im Normierungsvolumen aber nach wie vor auf klassi-
sche Weise beschrieben wird: Fiir die Moden selbst besteht ja kein Anlass zur
nichtklassischen Behandlung, weil ihre Ausdehnung und ihr Spektrum nicht
durch den Energiesatz, sondern durch die Randbedingungen bestimmt wird.
Es ist deshalb nicht unproblematisch, diesen Anregungen einen Teilchencha-
rakter zuzuschreiben. Dies spielt fiir unsere Anwendungen aber keine Rolle,
weshalb wir fiir weitergehende Uberlegungen auf die Literatur verweisen'?.

12 Sjehe z. B. Schleich, Quantum Optics in Phase Space, 2000, Kap.10.
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Die Bra-Ket-Darstellung des Feld-Hamiltonians lautet natiirlich

_ > 1
Hypp =Y > |nw) En, (nul;  En, = hw, (nw + 2) (8.41)

W MNy,y=0

Da die Quantenzahlen n,, nach oben unbegrenzt sind, kann jede einzelne Nor-
malmode w mit einer unbegrenzten Anzahl von Energiequanten fiw,, besetzt
werden. Dies fiihrt zu neuartigen Quanteneffekten (Laser!), auf die wir bereits
im § 6.3.3 eingegangen sind.

8.4 Feld-Quantisierung

Wir wenden nun die obigen Ausfithrung auf die Quantisierung des Schrédinger-
Feldes ¥ (r,t) und des elektromagnetischen Feldes an.

8.4.1 Kanonische Feld-Quantisierung

Die kanonische Feld-Quantisierung ist fiir die oben betrachteten Felder eine
methodische Alternative zur Normalmoden-Entwicklung. Sie kann zur Quan-
tisierung von Feldern benutzt werden, die nicht nach Normalmoden entwickelt
werden konnen bzw. bei denen diese Entwicklung nicht eindeutig vorgegeben
ist. Wir werden sie als Vorarbeit fiir die 2. Quantisierung benutzen.

Mit der Quantisierung der Entwicklungskoeffizienten: g, (t) — §.,, werden
auch die Feldvariablen u(z, t) und 7(z,t) zu Operatoren (die Zeitabhéngigkeit
wird wieder auf die Wellenfunktionen gewilzt):

u(a,t) > (@) = dute(@);  w(@t) o w(@) =D dwuw()  (842)

Fiir diese Operatoren gilt mit |7y, Gu] = —ihl 16, die Vertauschungsrela-
tion

[7(z), d4(x")] = —ihd(z — z") (8.43)

Sie kann formal durch die Darstellungen

(8.44)

beziehungsweise

0.
om(z)’

erfiillt werden, analog zur Orts- bzw. Impulsdarstellung in der Wellenmecha-
nik.

() = ih #(z) = m(z) (8.45)
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Die kanonische Feld-Quantisierung besteht nun gerade darin, dass man —
und zwar ohne eine Ableitung wie die obige zugrunde zu legen — die Feldam-
plitude und ihre kanonische Impulsdichte per Postulat zu Operatoren erklért
und sie Vertauschungsrelationen wie (8.43) unterwirft.!> Der Vorteil dieses
Verfahrens besteht in seiner Anwendbarkeit auf nicht-mechanische Felder, in
denen die Masse und also der kartesische Impuls nicht vorgegeben sind. Bei-
spiele hierfiir sind das elektromagnetische Feld und das Schrédinger-Feld (2.
Quantisierung). Die Erfiillung dieser Vertauschungsrelationen kann man dann
mit Hilfe von Moden-Entwicklungen erreichen.

Merke: Jede Quantisierungsvorschrift setzt eine etablierte klassi-
sche Beschreibung voraus!

Aufgabe: Beweisen Sie die Richtigkeit der Vertauschungsrelation (8.43)! Hin-
weis: G1.(8.31)

8.4.2 Zweite Quantisierung fiir Bosonen

Zu diesen nichtmechanischen Fillen gehort die sogenannte Zweite Quanti-
sierung. In ihr werden die Integrale in der nichtklassischen Darstellung (4.43)
der Energie als Integrale iiber die Energiedichte £(z) und die Hamilton-Dichte
H(z) angesehen (vgl. Born, 1926b, § 1):

/5 dx_/E’(/JE VE(x dm—/wE )Y (x dx_/H

Betrachtet man nun die Wellenfunktionen #(x,t) und ¢(p,t) als Feldfunkti-
onen — Schrédinger bezeichnete ¢ auch als ,,mechanischen Feldskalar ( Vierte
Mitteilung, §1) —, so kann die kanonische Quantisierung auch an ihnen voll-
zogen werden. Diese 2. Quantisierung betrifft also nicht — wie die im 4. Ka-
pitel betrachtete 1. Quantisierung — die Menge der moglichen Zustédnde. Die
Namensgebung bezieht sich vielmehr darauf, dass die Wellenfunktionen der
1. Quantisierung und ihre kanonisch Konjugierten — wie zuvor die Variablen
2 und p — zu Operatoren werden'*

Pz, t) > p(x); Dl t) =T (@);  dp,t) = dlp);  bpit) = ¢T(p)
(8.47)

(8.46)

Die zeitabhiingige Schrodinger-Gleichung (4.114) ldsst sich aus der Lagran-
ge-Dichte

13 Siehe die umfassende Darstellung in Wentzel, Quantentheorie der Wellenfelder,
1943.

1 Mitunter wird hierfiir auch die Wellenmechanik als , klassische® Wellentheorie, die
Wellenfunktion t(z,t) als klassische (Feld)Funktion angesehen (z. B. Heisenberg,
1929, 5.97; Haken, 1973, §12; Fick, 1988, § 1.3.1). — Wegen ¢ # v und ¢ # ¢ sind
1 und ¢ — im Unterschied zu @ in Gl. (8.42) — keine selbstadjungierten Operatoren.
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2
£, 1) = i, 1) S, 1) — T, OV, 1) — V() O, )
(8.48)
gewinnen. Die zu ¥ kanonisch konjugierte Impulsdichte ist demnach
(o t) = 28D s (8.49)
Op(z,1)

Da ih nurmehr ein konstanter Faktor ist, arbeitet man in der Regel mit ¢ (z, t)
und 1 (z, t) als unabhéingigen dynamischen Variablen, wie es in den Beziehun-
gen (8.47) bereits angedeutet wurde.

Die — analog zu denen fiir £ und p — zu postulierenden kanonischen Ver-
tauschungsrelationen (VR) lauten somit

(V@) 07 (@] = —a)  [6), 67 ()] =3 —#);
[0@), ba)] = [+ @), 0% ()] = [6w).60")] = [¢*(0),6* ()] = 0
(8.50)

Sie gelten zunéchst fiir zeitunabhéngige Operatoren, ihre Giiltigkeit auch fiir
gleichzeitige Operatoren lésst sich mit Hilfe der Bewegungsgleichungen zeigen.
Auf die VR fiir ’l[)(l‘,t) und 1/;+(x’,t’) bzw. (;AS(p7 t) und &*(p’,t’) bei t' # t
konnen wir leider nicht eingehen, da dies unseren nichtrelativistischen Rahmen
iiberschreiten wiirde.

Stellt man die Feldoperatoren durch die Normalmoden-Entwicklungen

d(x) =Y du@be; DY (@)=Y Pul)bl;

O0) = ¢u@by; T (D) =D SulD)b) (8.51)

dar ({u} — vollstédndiger Satz von Quantenzahlen), so sieht man, dass die Ope-
ratoren b, und b,f gerade den bosonischen VR (6.6) geniigen. Die Permutati-

onssymmetrie 1[1(562, x1) = 121(x1, x9) moge der Leser selbstéindig nachweisen.

Es wire allerdings voreilig, die Ersetzungen (8.47) einfach in die Glei-
chung (8.46) einzusetzen, d. h. als Hamilton-Operator den Ausdruck H =
J ¢+ (2)H (2)i)(x)dz anzunehmen. Denn im Unterschied zu ¢ (x)H (z)1)(z) =
Y(x)H (x))(x) ist ot (a)H(x)d(z) # d(z)H(x)) (z). Um dieses Problem
zu l6sen, besinnen wir uns auf die Faktorisierung der klassischen Hamilton-
Funktion fiir den harmonischen Oszillator im § 3.4.3. In jenem Fall fiihrte die
Symmetrisierung

Hb,b*) = % [Ff(b, bY) + FI(b*,b)] = % {ﬁ(é,iﬁ) + H(?ﬁ,é)} (8.52)

zum Ziel. Deshalb setzen wir
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i= % { / Ot (2) (@) d()da + / Jj(x)mx)w(x)dx} (8.53)

Wenn wir hier die Entwicklungen (8.51) einsetzen, gelangen wir zu dem kor-
rekten Ausdruck

R 1
H= Z E, (bjbu + 2) (8.54)
7

Aufgabe: Ist H(x) durch (8.46) eindeutig bestimmt? Hinweis: Vertauschen Sie
() mit ¢(z)!

Aufgabe*: Leiten Sie die zeitabhéingige Schrodinger-Gleichung aus der Lagran-
ge-Dichte (8.48) her! Hinweis: Variieren Sie ¢(x,t) und t¢(z,t) unabhingig
voneinander!

Aufgabe: Rechtfertigen Sie die Entwicklungen (8.51)! Wie kann man Systeme
mit kontinuierlichem Spektrum einbeziehen? Hinweise: {1, } sei ein vollstandi-
ges Orthonormalsystem, bilden Sie ein geeignetes Normierungsvolumen und
zeigen Sie, dass ¢(x2,x1) = ¥ (x1, 22) gilt!

8.4.3 Zweite Quantisierung fiir Fermionen
In der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist der Gebrauch der 2. Quantisie-
rung fiir Elektronen-Zusténde nur eine Sache der Bezeichnung.

(W. A. Harrison, 1970%%)

Wir gehen ganz analog zum vorhergehenden Abschnitt vor. Weil jetzt
P(xe, 1) = —p(x1,x2) gefordert ist, ersetzen wir in den Entwicklungen die
bosonischen durch die fermionischen Vernichtungs- und Erzeugungsoperato-
ren:

’(ﬁ(ﬂl‘) = Zwu(x)a’;ﬁ 1;+($) = Z’JJM(QJ)&:

(p) = Z du(p)ay; ot (p) = Z%(p)aﬁ (8.55)

Aus den Anti-Vertauschungsregeln (Anti-VR) (7.5) und (7.6) erhélt man fiir
die Feldoperatoren ohne grofle Miihe die Anti-VR,

(@)t @)+t (a =d0w—a); (8.56)
(@)Y (') + (@) () = PT (2)y™ (@) + P F (@)Y T (x) =0
und
SOt (W) + &t (0)d(p) = 6(p — p'); (8.57)

S(p)o() + o) (p) = 6 (D)ot (') + 6T ()T (p) = 0
!5 Walter Ashby Harrison (*1934), Solid State Theory, Ausgabe 1980, S.399.
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Sie gelten zunichst fiir zeitunabhéngige Operatoren, ihre Giiltigkeit auch fiir
gleichzeitige Operatoren lésst sich wieder mit Hilfe der Bewegungsgleichun-
gen zeigen. Wie die VR erfordern auch die Anti-VR fiir nicht-gleichzeitige
Operatoren eine relativistische Behandlung, die jenseits des Rahmens dieser
Darstellung liegt.

Der Hamilton-Operator in 2. Quantisierung lautet dementsprechend

= / O (@) A (@) (a)de = / S WP = . Buafa, =3 Eui,
' ' (8.58)

Er beschreibt ein Ensemble nicht wechselwirkender Elektronen in den Einteil-
chen-Zusténden |n,). Seine Bra-Ket-Darstellung lautet offenbar

o= Z Z ) By (. (8.59)

Hony =0

Im Unterschied zum harmonischen Oszillator (6.19) und zum bosonischen
Feld (8.41) laufen hier die Besetzungszahlen n,, nur von Null bis Eins und die
Energien E,, hingen nicht von den n, ab. Umgekehrt haben die Operatoren
a und a’ - im Unterschied zu den Operatoren b und b — nichts mit dem
Energiespektrum zu tun. Infolgedessen liefert die Schrodinger-Gleichung in
2. Quantisierung:

Hp) =Y Euule):  [0)=> culny): Y leu =1 (8.60)
" Iz

m

keine neuen Ergebnisse; die Energiewerte I/, und Koeffizienten ¢, sind Input
und miissen im Rahmen der 1. Quantisierung berechnet werden.

Aufgabe: Begriinden Sie die Behauptung von Harrison (Zitat am Anfang die-
ses Paragrafen)! Hinweis: Beziehung der Besetzungszahl-Operatoren zu dyna-
mischen Variablen

Aufgabe: Warum entfiillt in Formel (8.58) die Symmetrisierung? Hinweis:
Anti-VR (8.56)

Aufgabe: Beweisen Sie die Anti-VR (8.56)! Hinweis: Benutzen Sie die Vollstén-
digkeitsrelation fiir die Funktionen ¢, (z)!
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8.4.4 Quantisierung der Elektromagnetischen Wellen: Photonen

Es erscheint nicht angebracht, eines von diesen hypothetischen Gebilden Licht-
teilchen, Lichtkorpuskel, Lichtquant oder Lichtquantum zu nennen ... Darum
nehme ich mir die Freiheit und schlage fiir dieses hypothetische neue Atom, das
nicht Licht ist, aber eine wichtige Rolle in allen Strahlungsvorgéngen spielt, den
Namen Photon vor.

(G. N. Lewis, 1926'°)

Die Photonen (,Lichtteilchen®) sind vielleicht die rétselhaftesten physikali-
schen Objekte iiberhaupt!”. Euler hat das Licht wegen seiner Durchdringlich-
keit nicht zum Gegenstandsbereich der Klassischen Mechanik gerechnet. Die
nichtklassischen Eigenschaften der elektromagnetischen Strahlung waren der
Anstof3 bei der ,Entdeckung“ des Wirkungsquantums (Planck 1900), und sie
spielten bei der Entwicklung der Quantentheorie (Einstein 1905, 1916) eine
entscheidende Rolle. In den Diskussionen iiber die Natur des Lichtes ist der
Welle(Huygens, Euler)-Teilchen(Newton!8)-Dualismus so geschichtsnotorisch
geworden, dass er in die Quantentheorie iibertragen wurde.

Da sich Lichtstrahlen offensichtlich nicht auf klassischen Bahnkurven be-
wegen, kann man nicht — wie beim harmonischen Oszillator — die Orts- und
Impulsvariablen quantisieren. Die nichtmechanischen Eigenschaften des elek-
tromagnetischen Feldes sind deshalb der eigentliche Anlass zur Entwicklung
der Quantenfeldtheorie gewesen.

Wir fithren der Einfachheit halber die kanonische Quantisierung durch und
iibertragen dazu die Darlegungen des § 8.4.1 auf das Vektorpotenzial A(r,t).

Die Feldvariable und ihr kanonischer Impuls werden hiernach zu Operato-
ren erklart:

Ai(r,t) = Ay(r);  IL(r,t) — IL(r);  i=x,y,2 (8.61)

und geeigneten Vertauschungsrelationen unterworfen:
[Aitr), Ay(r)] = [1:(r), 11, ] = 0

(11000, 4507 = —inoty e ) = in (000 —o') = L0
i\r), j T = 1 ij T T ) = 1 ij T T Emm
(8.62)

Das Auftreten der transversalen -Funktion ¢;} ergibt sich aus der Transver-

salitdt der hier betrachteten Wellen; sie ist ein Zeichen fiir die Schwierigkeiten
der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes.!?

16 Gilbert Newton Lewis (1875-1946), The conservation of photons, 1926 (zit. nach
Kuhn & Strnad, 1995, S.109).

17Vgl. die zahlreichen amiisanten und lehrreichen Zitate in Kuhn & Strnad, Quan-
tenfeldtheorie, 1995.

18 Newton war jedoch nicht ignorant gegeniiber der Wellenauffassung (Paul, Photo-
nen, 1999, S.22).

'9 Gupta [Proc. Phys. Soc. L. 53 A (1950) 681] und Bleuler [Helv. Phys. Acta 23
(1950) 567; beide zit. nach Heitler, 1984, S.90] haben eine ezplizit kovariante
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Die Hamilton-Funktion wird dadurch zum Hamilton-Operator (Hamilto-
nian)

H=H[A I =

! / [551172 + gt (VAQC)Q + gt (vAy)2 + gt (VAZ)2] dr  (8.63)

2

Die Operatoren A(r) und II(r) wirken auf gewisse Wellenfunktionen — fiir
unsere Zwecke ist es aber wieder bequemer, die Besetzungszahl-Darstellung zu
verwenden. Dazu werden die Operatoren A(r) und II(r) nach Normal-Moden
entwickelt:

A hZ, iw-r —tw-r
4 = SV e, ™™ + e "] (5.60)
] ; hw iw-r —jw-r
IIi(r) =i Z \/ Wew,j [—bjwe + bj'we ] (8.65)
w

(V' — Normierungsvolumen fiir periodische Randbedingungen; e,, — Polari-
sationsvektor; j = 1,2 — Polarisationsmoden-Index; w — Wellenzahlvektor;
Zy = \/po/eo — Wellenwiderstand des ,, Vakuums®). bj,, und b;‘w sind Bose-
Operatoren mit den Vertauschungsrelationen

[bjw,b;w,} = Sww0ij [bjus ] = {bjw,b;w,} =0 (8.66)

Mithin wird aus dem Feld-Hamiltonian (8.63) der Hamiltonian einer
Summe unabhiingiger harmonischer Oszillatoren (das war wieder das anti-
zipierte Ziel!):

N 1
H= Z Fway (b;rwbjw + 2) ; Wy = ¢ |w| (8.67)
w,j

In der Normalmoden-Entwicklung wird allerdings die rédumliche Vertei-
lung auch des quantisierten elektromagnetischen Feldes nach wie vor durch
klassische Moden beschrieben. Es ist deshalb nicht unproblematisch, diesen
Anregungen einen Teilchencharakter (,Photonen®) zuzuschreiben (Schleich,
2000, Kap.10).

Quantisierungsmethode unter Einbeziehung aller Feldkomponenten entwickelt (s.
auch Gupta, 1951). Allerdings treten hierbei zusétzliche, skalare Photonen und
die instantane Coulomb-WW auf (wobei die Endergebnisse frei von diesen Ar-
tefakten sind). Dieser Zugang besitzt Vorteile in bestimmten Anwendungen und
wird deshalb und wegen seiner methodischen Bedeutung in vielen Lehrbiichern
besprochen (Gupta, Quantum Electrodynamics, 1977; Pauli, Selected Topics in
Field Quantization, 2000, Sec.15¢; Schwabl, QM II, Anhang E; Greiner & Rein-
hardt, Feldquantisierung, 1993, §7.3).
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Tiefer braucht man fiir die meisten festkérperphysikalischen Anwendun-
gen nicht in die Materie einzudringen. Die Behandlung der hieriiber hinaus
gehenden, auflerordentlich interessanten und sich nach wie vor stiirmisch ent-
wickelnden Fragen der Quantenoptik wiirde den hier ins Auge gefassten Rah-
men weit iiberschreiten.?? Dabei dringt sie in immer neue Anwendungsberei-
che vor; wir fithren mit der rauscharmen Signaliibertragung mittels nichtklas-
sischen Lichtes, der Daten-Sicherheit durch die Ubermittlung einzelner Pho-
tonen (,Quanten-Kryptographie*) und der Quanten-Teleportation nur drei
aktuelle Beispiele an.?!

Aufgabe: Leiten Sie die Gleichungen (8.62) aus der Coulomb-Eichung her (Ha-
ken, 1973, S.84f.; Greiner & Reinhardt, 1993, §7.4)!

Aufgabe*: Mit welchen ,,Orten” und ,,Impulsen“ sind die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren (8.66) verkniipft?22

8.5 Beispiel: Elektron-Elektron-Wechselwirkung
in Festkorpern

Wir kommen nun zu einer Thematik, fiir die die quantenfeldtheoretische For-
mulierung und insbesondere die 2. Quantisierung nicht nur eine elegante,
mitunter systematisierende und vereinheitlichende Neuformulierung darstellt,
sondern eine tiefergehende Bearbeitung dank systematischer Néherungsme-
thoden iiberhaupt erst ermoglicht. Dabei ist die zu behandelnde Wechselwir-
kung (WW) genuin nichtlinear, ihr Einfluss auf die Zustinde des Gesamtsys-
tems kann also nicht — wie im Fall der gekoppelten Oszillatoren (Phononen)
— mittels Diagonalisierung elementar berechnet werden. In diesem Abschnitt
legen wir den grundlegenden Formalismus dar und illustrieren ihn anhand von
einfachen Effekten in Metallen, Isolatoren und Halbleitern.

8.5.1 Coulomb-Wechselwirkung. Hartree-Fock-Ansatz

Fiir die hier interessierenden Effekte geniigt es, die Elektron-Elektron-WW
als statische Paar-WW zu behandeln. Analog zu der Kopplung zweier har-

20 Siche z.B. Mandel & Wolf, Optical Coherence and quantum optics, 1995; Paul,
Photonen, 1999; Schleich, Quantum Optics in Phase Space, 2000. Eine vom Forma-
lismus her anspruchsvollere Darstellung findet sich in Cohen-Tannoudji, Dupont-
Roc & Grynberg, Atom-Photon Interactions, 1992.

2! Bouwmeester, Ekert & Zeilinger (Hrsg.), The Physics of Quantum Information,
2000. — Populérwissenschaftliche Darstellungen finden sich z. B. in Bennett, Bras-
sard & Ekert, Quanten-Kryptographie, 2003; Brufl;, Quanteninformation, 2003;
Morsch, Licht und Materie, 2003; Zeilinger, Finsteins Schleier, 2003; Zeilinger,
Quanten-Teleportation, 2003.

22 Diese Frage ist Jettmann, Konsistente Behandlung der Zeitentwicklung bei der
spontanen Lichtemission freier Atome, 1987, entlehnt; ich danke Prof. L. Fritsche
fiir den Hinweis auf diese Problematik und fiir die Zusendung einer Kopie dieser
Arbeit.
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monischer Oszillatoren addieren wir das Coulomb-Potenzial zwischen zwei
klassischen Punktladungen —e im Abstand |r; — ra|?3,

62

VC(TI — 1"2) = (868)

dmeqg |rq — ro|
(g0 — Dielektrizitdtskonstante des Vakuums), zum Gitterpotenzial (4.138) der
nicht-wechselwirkenden Elektronen. Die nichtklassische Darstellung der Ener-
gie lautet dann

N N
i ZVG(H)-F% > Ve(ri—rj)| Fg(ri---ry)dry---dry
i=1 i£j=1
E= {8.69
fFE(Tl'”’I”N)d’I"l"'dT‘N ' )

N
fﬁ ‘Z:lpzzGE(pl'“pN)dpl...de

JGe(p1---pn)dp: - dpy

+

Aus ihr erhalten wir die N-Elektronen-Schrédinger-Gleichung (Dirac, 1929)

_ﬁ ZVE+ZVG(T1)+% ZVC(’I’,’ — ’r'j) 1]/}(7’1 .. 'TN) = E¢(r1 .. 'TN)
(8.70)

Die hier auftretende potentielle Energie ist zwar unabhéngig vom Spin, je-
doch langreichweitig und nicht gitterperiodisch. Infolgedessen lassen sich die
N-Elektronen-Wellenfunktionen nicht analog zu der Blochschen Form (4.142)
schreiben und die Rechnungen nicht auf eine Elementarzelle beschréanken.
Folglich ist man bei der Losung dieser Gleichung auf N&herungsmethoden
angewiesen.

Merke: Man ist immer geneigt, sich iber Vereinfachungen zu freuen
— woher aber sollte die schier unerschépfliche Vielfalt der Natur
rihren, wenn alle Zusammenhdnge trivial wdren?

Merke: Die Grundgesetze sind einfach, ihre Anwendung ist es mit-
nichten!

Eine der frithesten und immer noch gebrauchlichsten Naherungen ist die
Hartree-Fock-Niherung??. Sie benutzt den Produkt-Ansatz (Slater-Determi-

23 Charles Augustin Coulomb (1736-1806).

24 Douglas Rayner Hartree (1897-1958; 1 Hartree = 2 Rydberg =~ 27.2¢V), The
Wave Mechanics of an Atom with a Non-Coulomb Central Field, 1927/1928; Fock,
Approzimate Methods for the Solution of Quantum-mechanical Many Body Pro-
blems, 1930. — Das Feld aller anderen Elektronen besitzt im Rahmen der Hartree-
Fock-Naherung die Symmetrie des Ein-Elektronen-Potenzials, deshalb kénnen die
Quantenzahlen der Ein-Elektronen-Niherung beibehalten werden.
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4,

Potenzial [willkiirl. Einh.]
[3%)

Abstand [willkiirl. Einh.]

Abb. 8.1. ,Nacktes“ (—) und abgeschirmtes Coulomb-Potenzial (- - -)

nante?®)

RS ) Yi(x1) -+ YN (z1)

det [¢i(zj)| = —~=| =+ . (8.71)
VN Vi YN (r1) - Pn(TN)

Dieser Ansatz beriicksichtigt explizit das Paulische Ausschluss-Prinzip und
enthélt die Austausch-WW, vernachléssigt aber alle weitergehenden Vielteil-
chen-Effekte; diese werden unter dem Begriff Korrelationen zusammengefasst.
Alle Elektronen, bis auf das gerade betrachtete, werden als rdumlich fixiert
betrachtet. Fiir viele Anwendungen reicht dies aus, zum Beispiel fiir Excitonen
in Isolatoren (§ 8.5.5) und in Halbleitern (§ 8.5.7). Es gibt jedoch wichtige
Effekte, die erst aufgrund dieser Korrelationen entstehen (Fulde, 2001); wir
werden darauf im § 8.5.4 ndher eingehen.

Tatséichlich reagieren alle anderen Elektronen (wie auch die Gitterbau-
steine) auf die Bewegung des betrachteten Elektrons. Diese Reaktion fiihrt
zur Abschirmung des ,nackten* Coulomb-Potenzials (8.68) durch diese ande-
ren Ladungen, siche Abb. 8.1.

w(ml xN)

8.5.2 Zweite Quantisierung. Austausch-Wechselwirkung

Setzt man die Slater-Determinante (8.71) und ihr Pendant im Impulsraum
in die rechte Seite der Gleichung (8.69) ein, so kann man gliedweise iiber alle

25 John Clark Slater (1900-1976), The Theory of Complex Spectra, 1929. — Siehe
auch Jones & March, Theoretical Solid State Physics, Vol.1, 1973, App. Al.1.
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-
- -————

Austausch-Wechselwirkung

direkte WW direkte WW

Austausch-Wechselwirkung

e ————
R -

[nokaoa) |nakaot)

Abb. 8.2. Coulomb-Streuung zweier Elektronen aneinander (s. Text)

Koordinaten rj; ; integrieren und erhélt ein Zweiteilchenproblem, némlich?%

- 1
H = 5 Z <wn1k1'¢)’ﬂ2k2|H |wn3k3wn4k4> a:zrlkla:zr2k2an3k3an4k4 (872)

n1k1...n4k4

1 ny Ng N3 N
— + 1 12 73 Thq + +
= E Enra) angp + 3 g w ke kg ks ka Ay ey Oy oy Oniskos O

nk niki..ngky

(8.73)

Hier haben wir das Coulomb-Matrizelement (o1.. 4 sind Spin-Indices)

W N101 N202 N303 N404
ki ke ks ku

= //’Jjnlfflkl(T/)'IZ)TLQUQka(T)VC(T_Tl)wnsdsks(r)wfufukm(r/)drdr/

Kristall
N101 N202 303 N404

= 5010450203W ( k, ko ks ky ) 5k1+k2,k3+k4
(8.74)

eingefiihrt. Es beschreibt die Streuung zweier Elektronen aus den Einteilchen-
Bloch-Zusténden |ngksos) und |ng4kgoq) in die Einteilchen-Bloch-Zusténde
|n1k101> und |7’L2k20’2>, siche Abb. 8.2.

Hierbei treten sowohl die klassische Coulomb-Abstoflung zwischen den La-
dungsdichten —e |1h(z)[* und —e |1 (2’)|*:

|n3k302> — |TL2/€20’2> und \n4k401> — |n1k101>

26 Die korrekte Reihenfolge der Operatoren im Coulomb-Term wurde von Jordan &
Klein gefunden (Zum Mehrkorperproblem der Quantentheorie, 1927).
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als auch der sogenannte Teilchen-Austausch:
|77,3k30'2> — |n1k101> und ‘Tl4k40’1> — |n2k202>

auf.

Besitzt das Kristallgitter ein Inversionszentrum, so sind die Bénder noch
zweifach Kramers-entartet. Die Symmetrie der Coulomb-Wechselwirkung ge-
geniiber dem Spin iibertrigt sich auf die Kramers-Entartung, d.h. der Index
o in Gleichung (8.74) kann auch Kramers-entartete Subbénder bezeichnen.

Mit dem Hamiltonian (8.72) ist — wie bei einer Entwicklung nach Eigen-
funktionen mit diskretem Spektrum tiblich — die Schrédinger-Gleichung auf
ein unendlich-dimensionales algebraisches Problem zuriickgefiihrt:

H|¢> =K ‘w>7 |'(/)> = Z Cnk,n'k! |nnk7nn’k’> (875)

nn’kk’

Voraussetzung fiir die praktische Anwendung dieser Entwicklung ist natiirlich
die explizite Losung des Einteilchen-Problems (4.139). Der grofie Vorteil dieser
,Algebraisierung® liegt darin, dass man die qualitativen Effekte der Coulomb-
WW auf elementare Weise studieren kann, wie in den folgenden Abschnitten
gezeigt werden wird.

Aufgabe: Leiten Sie den Hamiltonian (8.72) ab! Hinweis: Achten Sie besonders
auf die Normierungen!

Aufgabe: Zeigen Sie, dass im Austausch-Term nur der Gesamtspin erhalten
bleibt!

8.5.3 Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung
auf die Energiebinder in Metallen

Der metallische Glanz (vergleiche die dielektrische Suszeptibilitdt nach
Drude®”) und die gute elektrische und Warmeleitfihigkeit von Metallen (ver-
gleiche das Wiedemann-Franzsche Gesetz?®) riithren von den vielen Leitungs-
elektronen her (~10?3cm™3). Wenn die Dichte der Elektronen sehr grof§ ist,
kann man annehmen, dass sich relativ schnell eine ,, mittlere* Wechselwirkung
zwischen jeweils zwei Elektronen einstellt.?? Wenn méglich, sollte diese Mit-
telung so vorgenommen werden, dass aus den Produkten von 4 Operatoren
in Gleichung (8.72) quadratische Terme entstehen, denn dann l4sst sich der
Hamiltonian exakt diagonalisieren. Entsprechend dem Hartree-Fock-Ansatz
macht man deshalb die Hartree-Fock-Ndherung

7 Paul Drude (1863-1906), Zur Elektronentheorie der Metalle, 1900.

8 Gustav Heinrich Wiedemann (1826-1899) & Rudolph Franz (1826-1902), Uber die
Wiarme- Leitungsfihigkeit der Metalle, 1853.

29 Dies ist eine klassisch-statistische Argumentation, doch kommt es hier nur auf
den prinzipiellen Effekt an.
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+ o+ o ot + ot +
Ay ke Yo kg Ansks Ongky =~ Qp g <an2k2 an3k3> Angky = Qo g, <a’n2k2 CLn47€4> Angks

(8.76)

Hierbei wird berticksichtigt, dass fiir die Mittelwerte ,,normalerweise* folgen-
des gilt:

<aj7jlk1a’j7j2k2> = <an3k3an4k4> - 0 (877)
OnonsOkoksMnoks  — Besetzungszahl n,, k.,
<aj;2k2an3k3> = Onang |K2 — k3| — Intraband-Polarisation py, k.,
Ok ks — Interband-Polarisation py,n; &,
(8.78)

N m N
Pnk = <¢nk‘p |¢nk> = EvkE’nk; Pnn'k = <¢7ak|P |wn’k‘> (879)

Ausnahmen sind zum Beispiel die Supraleitfihigkeit und andere Zusténde mit
langreichweitigen Korrelationen (siehe §§ 6.3.3, 8.6.1).

Im Gleichgewichtsfall ist die mittlere Besetzungszahl durch die Fermi-
Funktion gegeben (vergleiche § 7.2.2):

1
<nnk> = <wnk |aj{kank| '(/)nk> = fok = B (880)
e BT 41

Im Rahmen eines Ein-Band-Modells (n = ¢, 0 = 1) sind die Konsequenzen
der Coulomb-WW kaum spektakuldr. Das Einsetzen der Gleichungen (8.76) f.
nebst (8.75) in die Formel (8.72) ergibt den Hamiltonian

H.= § Eckajkack

k
c ¢ c¢c c ccc N
a 81
+1§2 {W<k1 ko ko k1) W(k1 ke Ky k2>:| feks 0, Qck, (8.81)

Folglich ist in diesem Modell die Zweiteilchen(Coulomb)-WW auf ein effekti-
ves Potenzial W:kf ! reduziert, das sich einfach zur Bandenergie addiert:

. =Y (Ba+ W) afaon (8.82)
k
eff cccec ccecec
ch _;l:w(kk/k/k>_w(kk/kk/>:| fck’ (883)

Natiirlich sind solche effektiven Potenziale bereits in den experimen-
tellen Werten der Bandenergien enthalten; insofern sind, wie zuvor, volle
Béander relativ uninteressant. Allerdings miissen bei sogenannten ab initio-
Berechnungen der Bandstruktur, bei denen alle Matrixelemente berechnet
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werden, die Wellenfunktionen ,;, die Bandenergien E,; und die Fermi-
Energie Fp selbstkonsistent, d. h. in ihrer gegenseitigen Abhéngigkeit be-
rechnet werden — eine immer noch grofle Herausforderung fiir Bandstruktur-
Spezialisten. Dabei tréigt die Fermi-Verteilungsfunktion f, in Gleichung zur
Temperaturabhéngigkeit der Bandstruktur bei.

Aufgabe: Begriinden Sie das Minuszeichen des 2. Gliedes in Formel (8.76)!

8.5.4 Einfluss der Korrelationen: Hubbard-Modell *

In der Wannier-Basis (4.146) schreibt sich der Hamiltonian (8.72) (I steht hier
fiir den Gitterplatz Ry, I =1,... ,N)

H = Z -E'rwlajL Unol + Z T"rLo’ll’a+ Apolr +
nol nol
nol no,l#£l

N101 No09 N309 N4
% > W<11223241>a+

+
Lh b I3 Uy n101ls nzosly MnaoalaGnaoils

(8.84)

nily...nqly,0102

Die Spin-Quantenzahl o wurde explizit aufgeschrieben, um korrelationsindu-
zierte Spin-Effekte zu beriicksichtigen. Dieses Modell ist natiirlich genauso in-
traktabel wie das Modell (8.72). Man kann in dieser lokalen Darstellung aber
den Wechselwirkungsterm systematischer handhaben, weil die Austausch-
WW und die oben genannten Korrelationen gegeniiber dem Gitterpotenzial
und der Coulomb-WW kurzreichweitig sind.

Wenn man vornehmlich an Korrelationseffekten interessiert ist, kann man
sich daher zun#chst auf nur ein Band, nur Hopping-Integrale zwischen Néchs-
ten-Nachbarn (NN) und vor allem nur die intra-atomare Elektron-Elektron-
WW auf einem kubischen einatomigen Gitter beschréinken. Diese Vereinfa-

chungen fithren zum Hubbard-Modell?°:
NN
H = Hyuppard = EZ a;laal + Z Tla;laol’
ol o, lF#l
01 092 09 071
+ Z w ( Ll ) a;la:ﬂagzlagll
102l (8.85)
NN
=Y Bafjae+ Y. Tiafiaer + U ftii—or;
ol o l#£U ol

E=Ep; Ti=Ta; U=w(7 7777

Ll
Hierin sind F die mittlere Energie des Bandes und T} seine halbe energetische
Breite. FE ist zugleich die Energie, die benotigt wird, um ein Elektron zu bin-
den. U+FE ist die zur Bindung eines zweiten Elektrons (mit entgegengesetztem

30 J. Hubbard, Electron correlations in narrow energy bands, 1963/1964; Montorsi,
The Hubbard Model, 1992; Lieb & Wu, The one-dimensional Hubbard model: A
reminescence, 2002.
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Spin) bendtigte Energie, mithin ist U die (Coulomb-)Wechselwirkungsenergie
zwischen den beiden Elektronen.

Da es neben der Raumdimension mit 7j/E und U/E nur zwei effek-
tive Parameter enthilt, ist das Hubbard-Modell das wohl einfachste Modell,
um das Zusammenspiel von kinetischer Energie, Coulomb-WW, Paulischen
Ausschluss-Prinzips und Bandstruktur zu studieren (Nolting, Viel-Teilchen-
Theorie, 2001, S.55). Trotz seiner Einfachheit enthélt es eine erstaunliche
Vielfalt von Erscheinungen und ist dank dessen ein grundlegendes Modell fiir
die starke WW von Elektronen — wegen der drastischen Vereinfachungen ist
seine Anwendung auf reale Materialien natiirlich stark eingeschrinkt. Wich-
tige Erscheinungen, die anhand des Hubbard-Modells untersucht wurden, be-
treffen die elektronischen Eigenschaften von Festkorpern mit schmalen Ener-
giebéindern®', den Band-Magnetismus in Eisen, Kobalt, Nickel u.s.w., gewisse
Metall-Tsolator-Ubergiinge (sogenannte Mott-Ubergiinge®?), die Lokalisierung
(Anderson-Modell3?), den Einfluss der Korrelationen auf allgemeine statisti-
sche GesetzméBigkeiten sowie die Hochtemperatur-Supraleitung (Bednorz &
Miiller 198634). Die Korrelationen kénnen zur Aufhebung der Spinentartung
und damit zur Bandaufspaltung fithren; dabei entscheidet die Besetzung der
Zustidnde wieder tiber den Leitungscharakter.

Trotz aller Vereinfachungen ist auch das Modell (8.85) bisher nicht exakt
gelost worden, aufler fiir den Fall weniger Gitterpléitze. Einige Losungsansétze
benutzen Greensche Funktionen; sie kénnen hier leider nicht weiter verfolgt
werden.

Bemerkenswerterweise ergibt sich eine dhnliche Vielfalt von Effekten, wenn
man die fermionischen durch bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren ersetzt. Anwendung findet das Bose-Hubbard-Modell u.a. auf Quanten-
Phaseniibergéinge in Arrays von Josephson-Kontakten, die Quantendynamik
topologischer Anregungen und auf ultrakalte Atome in optischen Gittern
(Bruder, Fazio & Schon, 2005).

31 Nach dem Tight-Binding-Modell (§ 4.6.2) ist die Breite der Energiebdnder umso
schmaler, je geringer die Uberlappung der atomaren Wellenfunktionen ist; des-
halb sind z.B. die d-Bénder in den Ubergangsmetallen viel schmaler als die Va-
lenzbénder in den typischen Halbleitern.

32 Gir Nevill Francis Mott (1905-1996, Nobelpreis 1977), Metals, nonmetals and

metal-nonmetal transitions: some recollections, 1984 ; Mott & Jones, The Theory

of the Properties of Metals and Alloys, 1936; Zimmermann, Many-Particle Theory

of Highly Excited Semiconductors, 1988, § 5.2.

Phillip Warren Anderson (*1923, Nobelpreis 1977), Local Moments and Localized

States, 1977.

34 Johannes Georg Bednorz (*1950, Nobelpreis 1987) & Karl Alex Miiller (*1927,
Nobelpreis 1987), Possible high Tc superconductivity in the Ba-La-CuO system,
1986. — Der Mechanismus ist hier grundsétzlich verschieden von dem der , nor-
malen* Supraleitung, der von der BCS-Theorie (s. §§ 6.3.3, 8.7.4) und der dazu
dquivalenten Theorie von Bogoljubow (1958) beschrieben wird.

3

w
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Aufgabe*: Gibt es einen Zusammenhang zwischen Reichhaltigkeit und Lésbar-
keit (in expliziter geschlossener Form) eines Modells?

Aufgabe*: Finden Sie exakte Losungen fiir die Félle ] = 1 und [ = 1...2
(Jones & March, 1973, Vol.1, § 4.5) und diskutieren Sie deren Eigenschaften!

8.5.5 Elektron-Loch-Wechselwirkung in Molekiilkristallen:
Frenkel-Excitonen

Wenn ein Elektron aus einem Valenz- in ein Leitungsband angeregt wird,
hinterldsst es dort ein positiv geladenes Loch (siehe Abschnitt 7.3). Wenn
nun die elektrostatische Anziehung zwischen diesen beiden grofl genug ist,
entsteht ein gebundenes Elektron-Loch-Paar. Diese Elementaranregung heif3t
Exciton.

Wir betrachten in diesem Abschnitt das besonders fiir Molekiilkristalle
wichtige Frenkel-Exciton®. In ihm sind Elektron und Loch an demselben
Gitterbaustein lokalisiert; seine Wellenfunktion setzt sich aus denjenigen lo-
kalisierten Orbitalen zusammen, die iiberwiegend zu den Valenz- bzw. Lei-
tungsbéndern beitragen. Deshalb gehen wir von der Wannier-Darstellung fiir
den Hamiltonian aus. Um uns auf das Wesentliche zu konzentrieren, betrach-
ten wir nur je ein Leitungs- (¢) und Valenzband (v) und sehen vom Spin ab.36
Dann vereinfacht sich der Hamiltonian der Elektron-Loch-Wechselwirkung zu

2 cCv Ccv
Herenket = » W (l " l) ahal,acyay (8.86)
w

Hier riicken wir den Operator a,; um zwei Stellen nach links, absorbieren
den durch den Antikommutator mit aj’l, entstehenden Term wieder in den
Ein-Elektronen-Hamiltonian und erhalten

2 cCv Ccv cCvU CUv
Hpvenkel = ZW (l v l) j}avlavl/acl’ ZW <l Vil ) Bl+Bl’
uw
(8.87)

Die neuen Operatoren

Bl+ = alau B = ai‘lacl (8.88)

3% Jakow Iljitsch Frenkel (1894-1952), On the Transformation of Light into Heat in
Solids, 1931; On the Absorption of Light and the Trapping of Electrons and Posi-
tive Holes in Crystalline Dielectrics, 1936; Song & Williams, Self-trapped excitons,
1993.

36 Bzgl. der exakten Beriicksichtigung des Spins, der Lokalfeldeffekte in der Abschir-
mung der Elektron-Loch-WW sowie der Einteilung in longitudinale und transver-
sale Excitonen siehe Stolz, Finfihrung in die Vielektronentheorie der Kristalle,
1974, §10.3.
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bewirken die Erzeugung beziehungsweise Vernichtung eines Elektron-Loch-
Paares am Gitterplatz R;.

Fiir bestimmte Anwendungen ist es zweckméfig, diese Operatoren ana-
log zu den Wellenfunktionen (4.6-9) in die Bloch-Darstellung (,,zuriick®) zu
transformieren:

1 , 1 )
Bf = — ) ¢whipt. Bj=—) e whp 8.89
l \/N zw: w l \/N Zw: w ( )
Damit erhalten wir unter Beachtung der Impulserhaltung (8.75) den Ausdruck

HFrenkel = Z ch,ij{;Bw (890)
Hier ist das Coulomb-Matrixelement diagonal im Wellenzahlvektor w:

1 , cvcv
— zw(leR /)
ch,w N lgl/ € W <l I > (891)

Dies war das Ziel der Vereinfachungen im Hamiltonian (8.86).

Unter der Voraussetzung, dass allein exzitonische Zustédnde angeregt sind,
lasst sich auch der Ein-Elektronen-Hamiltonian in die Form (8.90) bringen.
Damit ergibt sich fiir den Gesamt-Hamiltonian der Ausdruck

H= Z EwB} By, (8.92)

Die Excitonen-Energie E,, enthélt alle relevanten Ein- und Zweiteilchen-
beitréige.

Der Hamiltonian (8.92) liegt in Bilinearform vor, obwohl er ein wechsel-
wirkendes Vielteilchen-System beschreibt (vgl. Cooper, 1972). Dies wird die
formale Behandlung weiterer Wechselwirkungen dieses (Modell-)Systems, bei-
spielsweise mit dufleren elektromagnetischen Feldern, entscheidend vereinfa-
chen, wie wir im § 8.8.5 sehen werden. — Es ist {ibrigens recht miihselig, dieses
Ergebnis im Rahmen der 1. Quantisierung zu erhalten.

Aufgabe*: Geben Sie E,, explizit an (Haken, 1973, §24)!

8.5.6 Elektron-Elektron(Loch)-Wechselwirkungen in Halbleitern *

Wie bei den Isolatoren ist fiir das Versténdnis der meisten elektronischen Ei-
genschaften der Halbleiter die Einbeziehung von Valenz- und Leitungsbandern
no6tig. Um eine Vorstellung von den moglichen Wechselwirkungsprozessen in
solch einem System zu gewinnen, betrachten wir zunéchst den Hamilton-
Operator (8.72) fiir ein Leitungsband ¢ und ein Valenzband v. Er enthélt
die folgenden Terme:

H=> Eugafac+ Y Eoraaum (8.93)
k k

Leitungs- (¢) und Valenzband (v) ohne Coulomb-Wechselwirkung
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1 cccec + 4+
T2 W (k1 ko ks m) ficky Gy eka Goks
ki...ka

1 v U v U
+ 3 E 14 <k‘1 Ky ks k4) a;fklajkzavkgavk‘l (8.94)
kq...ka

Coulomb-Wechselwirkung innerhalb des Leitungs- bzw. Valenzbandes

1 ccc v\ &+ 4
IR (k1 ks ks k:4> ok Geka ks Guks
ki...ka

1 c c v c
+ 5 Z W (k’1 Ky ks k4> ajklajk2avk3ack4 (8.95)
k1.4

Elektron-Loch-Paar-Anregung durch Elektron-Elektron-Sto8 in ¢
(Auger-Generation3")

1 c v cc + 4
52 W (m s ks k:4> Gk, Guky Gcka cks
kq...ky

1 v Cc ¢ ¢
+ 5 E w (lﬁ Ky ks k4> a7y, 0, Gk ek, (8.96)
Ky

Elektron-Loch-Paar-Vernichtung durch Elektron-Elektron-Stof in ¢
(Auger-Rekombination)

1 c Cc v v n N
! 5 Z v (kl k2 k3 k4> ackl ack2a1)k3avk4
ki...ka

1 v U oc ¢
+ 2 Z w (lﬁ ko k3 k4> ajklajkzachac/m (8.97)
E1...ka

Gleichzeitige Erzeugung und Vernichtung zweier Elektron-Loch-Paare

1 cC vV Cc v n N
T3 YW (lﬁ ky ks k4> afy, @ty Aoy Qo

kl...k'4
1 v cocou
+ _+
+ = W A, A1 Qeka G
2 kE k: ki ko k3 kg vk, Yeky Ccks vk,
1...-K4

37 Pierre Victor Auger (1899-1993), Sur les rayons secondaire produits dans un gas
par les rayons X, 1925; Sur ’effect photoélectriqgue composé, 1925; Sur le rende-
ment de la fluorescence dans la domaine des rayons X, 1926. Siehe auch Mehra &
Rechenberg (2001, Bd.6). — Die Anwendung der Auger-Glieder auf den Festkorper
erfolgte zuerst durch Peierls [Ann. Phys. 13 (1932) 905; nach Pankove, Optical
Processes in Semiconductors, 1975, S.161].
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1 c v v ec + 4+
T2 W (k1 ko ks m) Ak ks Goka ks
ki...ka

1 v oc v ¢
+ 3 Z W (lﬁ Ky ks k4> ijlaj@%kgacm (8.98)
E1...ka

Elektron-Loch-Wechselwirkung (Ezcitonen, siehe § 8.5.7)

1 c v v + 4+
g2 W (k1 ks ks k4> Doy Goka Foks Tuks
ky...ky

1 v oc v
+ 3 Z w (kl oy ks k:4> ai‘kla:bavksaq,m (8.99)
ky...ky

Elektron-Loch-Paar-Anregung durch Elektron-Elektron-Stof3 in v
(Auger-Generation)

1 v vV C v n N
T3 Z w (k1 ko ks k4> afy by ackyaon,

ki...ka

1 v U v e
+ 9 E : w <k ko k k4) az—fklajkzavksackzx (8.100)
kq...ka L2 73

Elektron-Loch-Paar-Vernichtung durch Elektron-Elektron-Stofl in v
(Auger-Rekombination)

Schon bei zwei Béandern tritt also ein erstaunlicher Reichtum von Prozes-
sen zutage! Wihrend die Auger-Generation fiir die meisten Anwendungen
weniger wichtig ist, beeinflusst die Auger-Rekombination als strahlungsloser
Konkurrenzprozess zur strahlenden Rekombination die Eigenschaften opto-
elektronischer Bauelemente in héchst unerwiinschter Weise. Sie vergroflert die
Temperaturempfindlichkeit von Halbleiterlasern, und die Ladungstriger wer-
den aufgeheizt. Ein weiterer wichtiger Effekt der Elektron-Loch-WW ist die
(fiir Isolatoren bereits im § 8.5.5 betrachtete) Bildung von Excitonen, d. h.
von gebundenen Elektron-Loch-Paaren. Wir werden im folgenden deren Fi-
genschaften niher betrachten, da sie in einigen modernen Bauelementen eine
dominierende Rolle spielen.

8.5.7 Wannier-Mott-Excitonen *

Die Coulomb-Anziehung zwischen den negativ geladenen (Bloch-)Elektronen
im Leitungsband und den positiv geladenen Lochern im Valenzband fithrt zu
wichtigen, qualitativ neuen Effekten gegeniiber den Eigenschaften der Ein-
Teilchen-Zusténde. Dies betrifft vor allem die optischen Eigenschaften von
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Halbleitern, namentlich in dimensionsreduzierten Mikrostrukturen (Quan-
tengridben, -drihten und -punkten), die zum Beispiel in elektrooptischen Mo-
dulatoren gezielt ausgenutzt werden??

Wir betrachten hier das Wannier-Mott-Exciton”, dessen mittlere Aus-
dehnung viele Gitterzellen umfasst (dies ist also der zum Frenkel-Exciton im
§ 8.5.5 komplementéire Fall). Deshalb ist die Bloch-Darstellung angemessen.
Wir fithren Locher(Defektelektronen)-Operatoren wie im Abschn. 7.3 ein:

Ayl = dz; aik = dg; dkd + dk.,dk = O (8.101)

und unterdriicken den Index c¢ bei den Elektron-Operatoren. Das ergibt fiir
den obigen Hamiltonian ohne Auger-Prozesse (diese erzeugen und zerstéren ja
Elektron-Loch-Paare, wiihrend wir uns hier auf deren innere Wechselwirkung
konzentrieren wollen) nach Umordnung der Operatoren den Ausdruck

H Z ckackack Evkdj;kdvk:) + Z Ey
k

[ c v Cc v -
—W k1 ko ks Ky a’klakz (6k2k4 - dk4dk2)
v ¢ Cc v
1 W kl k2 kg k4 akzakB (6k1k4 - dk4dk1)
T2 2 cwvow e (8.102)
ki.ka | +W k‘l kg k3 k‘4 kg (5k2k3 dksde)
v C UV C
—W k1 ko ks Ky akza’kz; (6k1k3 dk3dk1)

Die zweite Summe stellt wieder die Energie des vollen Valenzbandes dar und
wird im folgenden genauso weggelassen, wie die Ein-Teilchen-Beitréige in der
dritten Summe, die die Wechselwirkung des Leitungselektrons mit dem vollen
Valenzband beschreiben. Das ergibt nach geeigneten Umnummerierungen den
Exciton-Hamiltonian

f{eacc = E (Eckajkack - kdvkdvk E k1]§2k3k4aklak2d:3dk4
k
(8.103)

38 Siehe z. B. Chuang, Physics of optoelectronic devices, 1995; Piprek, Semiconduc-
tor Optoelectronic Dewvices, 2003; Rosencher & Vinter, Optoelectronics, 2002. —
Dagegen haben sich die Hoffnungen, durch die Bose-Einstein-Kondensation von
Excitonen in sogenannte Elektron-Loch-Tropfen zu neuen, auch technisch nutz-
baren Effekten zu gelangen, nicht erfiillt.

39 Wannier, Structure of Electronic Excitation Levels in Insulating Crystals, 1937;
Mott, Conduction in polar crystals, pt.2, 1938. — Eine klassische Quelle ist Dex-
ter & Knox, Fzxcitons, 1965; fiir spitere Entwicklungen siehe Rashba & Sturge,
Ezcitons, 1982; Zimmermann, Many-Particle Theory of Highly Excited Semicon-
ductors, 1988.
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mit dem effektiven excitonischen Coulomb-Matrixelement
Ty :lw c v ocow —lW v Cc ¢
kikzokska = o ky ko k3 ky 2 ki ko k3 ks
1 c v v c 1 v c v oc
——W -W .104
2 (k’1 ko k3 k4>+2 (lﬁ k2/€3k4> (8.104)
c v c v v c c v
W<k1 ko k3 k4>W<k‘1 ko k3 k’4> (8.105)

Merke: In Physik ist fast alles ,effektiv®!

Bei optischer Anregung sind die Quasiimpulse von Elektron und Loch anfing-
lich praktisch gleich: k. = kp, doch die nicht-gitterperiodische Coulomb-
Wechselwirkung hebt diese Gleichheit mit der Zeit auf. Deshalb muss man
die Elektron- und Loch-Funktionen inkohdrent {iberlagern:

Ceae) = D Chomyai, [0c) df 0n) (8.106)
ke7kh

Die Schrodinger-Gleichung HepeVere = Eepetere fiir das Exciton ergibt nach
Anwendung der Vertauschungsrelationen (was sonst?!) mit ay, |0.) = dj, [0) =
0 nebst Vertauschung der Summationsindizes im Wechselwirkungsterm ein
N2-dimensionales (Nj, — Anzahl der k-Werte) lineares homogenes Gleichungs-
system fiir die Koeffizienten c,_g,

> Wi ks + (Bek, — Buky, = Beae) Skok. Okaks| Choks =0 (8.107)
k2,ka

In erster Naherung erhélt man hieraus fiir die Excitonen-Energien das Ergeb-
nis

Elif]?h = ECke - Evkh + W]S::ki,k‘hkh (8'108)

Wegen Wi, . < 0 bilden die Excitonen gebundene Zusténde unter-
halb der fundamentalen Ein-Teilchen-Energieliicke Ey = Fepy — Eyr,. Wegen
der Beweglichkeit der es konstituierenden Ladungstréiger ist das Exciton po-
larisierbar und beeinflusst wesentlich die optischen Eigenschaften nahe Eg;
insbesondere wird die Absorptionskante von Halbleitern stark modifiziert.

Wannier-Mott-Excitonen sind also gebundene Elektron-Loch-Paare, bei
denen der mittlere Abstand zwischen Elektron und Loch relativ grofl ist:
Die Elektronen- und Loécher-Wellenfunktionen iiberdecken viele Elementar-
zellen, wodurch iiber die atomaren Potenzialtrichter (s. Abb. 4.1) , gemittelt
wird“. Dadurch wird die Effektivmassen-Methode anwendbar (Dresselhaus,
1956). Die Schwerpunktsbewegung des Paares dhnelt derjenigen freier Teil-
chen, wihrend die gebundenen Zustédnde sehr dhnlich denen des Wasserstoffs
sind. Hierbei ist die reduzierte Masse aus den effektiven Massen des Elektrons
und des Loches zu bilden.
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Die Bindungsenergie der Wannier-Mott-Excitonen sollte sich demnach
erhohen, wenn der mittlere Elektron-Loch-Abstand sinkt. Dieser Effekt tritt
in dimensionsreduzierten Halbleiterstrukturen tatséchlich ein: in quasi-zwei-
dimensionalen Quantengrében ist die Bindungsenergie etwa viermal so grofien
wie im vergleichbaren Volumenmaterial. Die Theorie bleibt dabei formal un-
verindert, doch muss man die drastisch modifizierte Bandstruktur beriick-
sichtigen (Schmitt-Rink, Chemla & Miller, 1989).

Aufgabe: Setzt sich dieser Trend in Quantendrihten und Quantenpunkten
fort? Hinweis: Siehe Woggon, 1996; Kalt & Hetterich, 2004.

8.6 Beispiel:
Optische Effekte durch Hybrid-Wechselwirkung
in hochangeregten Halbleitern *

Bei hohen Elektronen- und Locherdichten®® fithrt die Coulomb-WW zum
, Verschmieren* der Exciton-Zustinde, die schlieffilich in den renormierten
Béndern (8.82) aufgehen. Diese Rotverschiebung der optischen Bandkante so-
wie die Vergrofilerung der Oszillatorstéirken (das sogenannte Coulomb enhan-
cement) in hochangeregten Halbleitern lassen sich mit Hilfe der Halbleiter-
Bloch-Gleichungen*! verstehen. Sie werden in den einschligigen Monogra-
phien*? ausfiihrlich beschrieben, wir wenden uns daher neuen Effekten zu, die
durch die Coulomb-WW zwischen leichten (light holes — LH) und schweren
Lochern (heavy holes — HH) in GaAs-dhnlichen Halbleitern entstehen. Dabei
wird die Besetzungszahl-Darstellung den Formalismus wesentlich anschauli-
cher gestalten und — nicht zuletzt dadurch — die Auswahl der relevanten Terme
deutlich erleichtern. Das elektromagnetische Feld wird hierbei als klassisches
Feld behandelt, diese Theorie ist deshalb halbklassisch.

8.6.1 3-Band-Hamiltonian mit Hybrid-Wechselwirkung

Ublicherweise wird die Coulomb-WW nur zwischen den Elektronen im Lei-
tungsband (C) und den Lochern in den jeweils obersten Valenzbéndern (LH

40 Dies meint durch starke externe Einwirkung (groBe elektrische Stromdichten oder
intensive optische Felder) erzeugte Ladungstriagerdichten in der Gréfienordnung
von 10'® ... 10" em™2.

41 Schifer & Treusch, An Approach to the nonequilibrium theory of highly excited
semiconductors, 1986; Lindberg & Koch, Effective Bloch equations for semicon-
ductors, 1988. — Sie sind Analoga zu den Bloch-Gleichungen (1952) fiir die Kern-
magnetische Resonanz.

42 Chow, Koch & Sargent I1I, Semiconductor-Laser Physics, 1994; Haug & Koch,
Quantum Theory of the Optical and Electronic Properties of Semiconductors,
1994. — Siehe auch Shah, Ultrafast Spectroscopy of Semiconductors and Semicon-
ductor Nanostructures, 1999, fiir einen breiteren Uberblick sowie Bonitz, Quan-
tum Kinetic Theory, 1998, Ch.11, fiir die Einbettung in die Quantenkinetik von
Nichtgleichgewichtsprozessen.
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bzw. HH) beriicksichtigt (Wannier-Néherung), und die Effekte dieser zwei
Quasi-Zweiband-Modelle (CCHH und CCLL) werden addiert. Jedoch sind
wegen der Fast-Entartung, d.h. energetisch nahen Lage der LH- und HH-
Bénder die Coulomb-Hybrid-Integrale (CCHL und CCLH) de facto nicht
vernachlissigbar. Diese Hybrid-WW koppelt die optischen C-HH- und C-
LH-Ubergiinge bereits im linearen Fall. Fiir Halbleiter-Quantengriben — sie
sind optisch anisotrop — bedeutet dies, dass die Anregung durch TE(TM)-
polarisiertes Licht zur linearen Lumineszenz TM(TE)-polarisierten Lichtes
fithren sollte.

TE(TM) bezeichnet hierbei die Richtung des elektrischen Feldvektors par-
allel (senkrecht) zur Ebene des Materials, das den (energetisch tieferliegenden)
Quantengraben realisiert.

Unser Modell besteht aus dem 3-Band-Hamiltonian (C, HH, LH, ohne
Kramers-Entartung)

I:I = Hel + HWW; I:Iel = ﬁO + ﬁCoul + AHCoul (8109)
Hierin beschreibt

Ho = (Eercicr+ Enihil hic + Bl lk) (8.110)
k

die wechselwirkungsfreien Elektronen und Locher. Die Standard-2-Band-WW
zwischen ihnen,

ch+q,ck’—q,ck’,ck : C;:+qc;:/,qck’ck
FWhitq,hk! —q,hk’ bk * hk+qh$ hihy
oo = + > Wik = itk l’:fql’f’ ho (8.111)
F2Wek g, hk! —q,hk! ck * Ck+qh ok e
F2W ek q,ik! —q, 1k’ ck - Ck+ql
F2Whitq,ik' —q,1k" bk - hﬂrql _ lk’hk

kk’;q#0
lk/Ck

enthélt nur diejenigen Glieder, die die Gesamt-Teilchenzahl innerhalb eines
jeden Bandes unverindert lassen*?. Die Hybrid-WW,

+ o
) Wektq,hb' g1k ks - Ckiqhk-';qlk’ck
AHcou = E FWhitq,hk'— g,k bk * hk_;,_qhk/_qlk/hk (8.112)
kk’;q#0 +Wlk+q¢lk'7q,lk",hk‘ . l]j_‘_qlz-r/_qlk/hk + h.c.

(h.c. bezeichnet die hermitesch-konjugierten Terme) enthélt die hier besonders
interessierenden Coulomb-induzierten HH-LH-Ubergéinge vermittels der soge-
nannten Hybrid-Integrale, Wepic, Whnin u.s.w. Fir die WW mit dem lokalen
elektromagnetischen Feld wéhlen wir die transversale Dipol-WW, um gewisse

43 Die Auger-Terme werden weggelassen; die Hybrid-Terme werden wir gesondert
behandeln.
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Probleme bei der Teilchenzahlerhaltung und der Eichinvarianz zu umgehen®*:

Hyw = —A(t) - Z (Fenkci hie + Jancl L + hc.) (8.113)

k
Da wir hier nur selektiv an der Elektron-Elektron-WW interessiert sind, wollen
wir die Zweiteilchenterme in H__ , und AHcou zu Einteilchentermen vereinfa-
chen. Es zeigt sich jedoch, dass hierzu die ,normale“ Hartree-Fock-Naherung
(8.76) nicht ausreicht. Von den Mittelwerten der reduzierten Einteilchen-

Dichtematrix

PO =D D part)aiby (8.114)

a,b=c,h,l k

muss man nicht nur die ,normalen“ Mittelwerte, d.h. die Besetzungszahlen

peen(t) = nei(®) = (g cr) (5.115)
Prik(t) = k() = (hy ) 5 pur(t) = nun(t) = (1 1)
sondern auch sogenannte anormale Mittelwerte beriicksichtigen, ndmlich die
kohdrenten Interband-Polarisationen

Phek () = Prek(t) = Penk(t) = (¢ hi) s prew(t) = prer(t) = Der(t) = (¢ k)
pink(t) = punk(t) = prar(t) = (hfle)  (8.116)

Die kohérente Polarisation zwischen HH- und LH-Zustédnden, py;, kann die
WW zwischen den optischen Moden wesentlich beeinflussen.*®
Damit erhalten wir

+
Re {ch+q,ck,ck+q,ck} Nck4-qCh ik
+Re {Whi+q,hk,hk-+q,hk } Nhk+ghy Rk
+
FHF Z +Re {Wikq,ik,1k+q,0k } Tk4qly i (8.117)
- _ ' )
FWektq,nk,hk+q,ckPhek+qly, ck + h.c.
+
FWekiq,ik,lk+q,ckPick+ql), Ck + h.c.
+
FWhitq,ik,lk+q,hkPlhk+qlg i + h.c.

und

Wektq,hktht-q,ckPick+qni €l + Weks, hitq, 1k, ch+qPehk+qCh s
+Wek-+q.1k hk+q,ckPhekrgli Ck + Wek tkt-q.hk,ck+qPelk-+qCh Pk
AFHF _ Z +Whiet-q,hk kg, hkPik+q g Bl + Whie hket g,k kg Phket-g P L
AWkt gtk hkt g hkPhk—ali Pe + Wi tht g,k hk—-aPhik-+ql P
Wik, tk -,k Mkt-g Ut Pk & Wik ik, 1k bkt g Phik+-g g Ui
Wit gtk kot q,tkPihk-+aln U + Wi thtg,1k, th+q k- Py Ui
(8.118)

k;q#0

44 Diese Problematik wird oft vernachléissigt — wir kénnen hier nur auf Mertsching,
Theorie des Dielektrizititstensors in Relazationszeit-Approximation, 1966, und
Stolz, Einfiihrung in die Vielektronentheorie der Kristalle, 1974, §9.2, verweisen.

45 Kohirente Polarisationen spielen auch eine groBe Rolle in der Ultra-Kurzzeit-
Spektroskopie, die sich in den achtziger und neunziger Jahren rasant entwickelt
hat, siehe Shah, Ultrafast Spectroscopy of Semiconductors and Semiconductor Na-
nostructures, 1999.
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HEF und AHEE | enthalten konstruktionsgemiB nur Ein-Teilchen-Operatoren,
die wir zu Hy (8.110) und Hyww (8.113) addieren:

HUF = Z [ESTchern + ERE i + ERFUT 1] 5 E¥F = B, + AE,,
k
(8.119)

Im Unterschied zu den bekannten Zweibandmodellen enthalten die Energie-
verschiebungen (,, Renormierungen®)

AECk = - Z Re {Wak’,ak,ak’,ak}nck’

Ik

AEp, = — Z Re {Whi' i, bk’ bk } ik + 2Re {Whir ke ik hkPink ; (8.120)
K%k

AEy, = — Z Re {Wiks ikei 1k } iy + 2Re { Wik 1k, 1k’ hkDhik
Kk

nicht nur Anregungs(Austausch)-Beitrége, sondern auch neue, polarisations-
abhéngige (Transfer-induzierte) Terme. Die Effekte der vollen Bénder werden
im weiteren fortgelassen?®, wihrend die Abschirmeffekte spiter heuristisch
addiert werden?”.

Der WW-Hamiltonian ist in dieser Niherung (jaix = 0, Wapeda = Wacba)

A(t) ° jch}c n
+ 2 (Weknbr ik cks Perkr + Wek i ks cks Petrr) | G e

k2K
R A(t) - jar .
H\I/{V%V — Z T+ 2 (Wekihs itk Detr + Wek i tk.cks Denke) | Ch b
K#k
k
+ < > (Whi ik 1k, hk Ptk + Whis bk 1k k' Tk + th,lk’,lk,lk’”lk’)) Rl
k'Ek
L +h.c. i
(8.121)
= Y Hihafby;  ab=chl (8.122)

a#bk
Er zeitigt zwei wichtige Effekte der Hybrid-Coulomb-Integrale:

1. Die C-HH- und die C-LH-Ubergiinge werden verkoppelt;
2. Die koh#renten Interband-Polarisationen liefern zusétzliche Beitrige be-
reits zu den linearen Polarisationen p., and p;.

Infolgedessen werden gegeniiber dem Quasi-2-Band-Modell die optischen Ko-
effizienten nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ verdndert. Durch die

46 Sie sind, wie bereits frither angemerkt wurde, bei semiempirischen Methoden in
den (auch unten verwendeten) experimentell gewonnenen Bandstrukturparame-
tern beriicksichtigt.

47 Die Abschirmeffekte durch virtuelle Ubergiinge sind im Hamiltonian (8.109) nicht
enthalten (Haken, 1973, S.166).
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Aufhebung von Auswahlregeln entstehen neue Effekte, wie die oben genannte
lineare Kreuz-Polarisation in Quantengriben. Das wird in den folgenden Pa-
ragraphen noch deutlicher werden.

Aufgabe: Begriinden Sie, dass die Polarisationen eine nichtdiagonale lang-
reichweitige Ordnung beschreiben! Hinweis: Vergleichen Sie sie mit den im
§ 6.3.3 genannten Quasi-Mittelwerten!

8.6.2 3-Band-Halbleiter-Bloch-Gleichungen

Die resultierenden Bewegungsgleichungen fiir die Dichtematrix (8.114) sind
strukturell denen der Zweiband-Naherung gleich, enthalten aber einige offen-
sichtliche Ergédnzungen; insbesondere erscheint die HH-LH-Polarisation in den
Matrixelementen H g}? Dk Zum Beispiel ergeben sich fiir die C-HH-Polarisation

d
Zh%])chk = (BY — B} penk + HES (ng — mer) + HEE pingk — penHipg
(8.123)

und fiir die Population im Leitungsband

. d ih
Zh@”ck = HY5 pher — Hyspensk + Hag prek — His per — - (nex —ng?)
"
(8.124)

Hierbei wird der StoBterm in der Relaxationszeit-Naherung?® behandelt, wo-
bei angenommen wird, dass sich ohne optisches Feld die Elektronen (c¢) einer-
seits und die Locher (h, 1) andererseits in einem (ndherungsweise) stationéiren
Zustand befinden, der sich durch Quasi-Fermi-Verteilungen ng(c;il) ., mit Quasi-
Fermi-Energien Ef, , beschreiben lésst:

1 1
aeq _ . qeq  __
Mk = TpHF g, Ny = i (8.125)
GT + 1 eT + 1

Zusammen mit den — durch zyklische Vertauschungen erhéltlichen — Glei-
chungen fiir p.x u.s.w. sind dies die Drei-Band-Halbleiter-Bloch-Gleichungen
im Rahmen einer verallgemeinerten Hartree-Fock-N&herung. Eine allgemeine
Losung dieses nichtlinearen Systems von 9N}, Differential-Integralgleichungen
ist nicht bekannt. Exakte geschlossene N#herungslosungen kann man je-
doch im Rahmen der Stérungstheorie und der Rotating Wave Approximation
(RWA) erzielen, wie wir im folgenden zeigen werden.

48 Zur Kritik dieser Néherung siche Mertsching, Theorie des Dielektrizititstensors
in Relazationszeit- Approxzimation, 1966; Chow, Smowton, Blood, Girndt, Jahnke
& Koch, Comparison of erperimental and theoretical GalnP quantum well gain
spectra, 1997; Enders, Enhancement and Spectral Shift of Optical Gain in Semi-
conductors from Non-Markovian Intraband Relazation, 1997.
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8.6.3 Explizite RWA-L6sung der Halbleiter-Bloch-Gleichungen

Fiir ein einzelnes zeitharmonisches Feld A(t) = Age™ ! besteht die Rotating
Wave Approximation in der Vernachléssigung nichtresonanter Polarisations-
glieder®?:
Ne(h,)k(t) = Ne(n ik = const; (8.126)
iwt

Penk(t) = Pen@yr - €' Phik(t) = pruk = const

Fiir die linearen Polarisationen erhalten wir damit

ih
Eilli) - E;(L? - Thw — Penk + (Nek — Nk) Z Wek k! bk, ck Pehk!
Tchk ki

+PDelk Z (th,hk’,lk,hk/nhk/ + th,lk’,lk,lk’nlk/) = —Ag - Jenk (Nek — Nnk)
k' #£k
(8.127)

und

<E£11€) - El(li) — hw — ih > Petk + (Mek — Muk) Z Wek, ik ik, ck’ Pelk’
Telk K £k
+Dchk Z (Wlm}c',hk,lk'nlk' + Wmhkghk,hk'nhk') = —Aq - Jek (Nek — k)
k'#k
(8.128)

Eﬁg,)lﬁl)ksind die Hartree-Fock-Bandenergien (8.119) f. mit pp; = 0. Man
sieht, dass Coulomb-induzierte HH-LH-Ubergiinge zu den lichtinduzierten
C-HH- bzw. C-LH-Ubergingen hinzukommen und Coulomb-assistierte C-
LH- bzw. C-HH-Uberginge bilden. Diese Kopplung von C-HH- und C-LH-
Polarisationen fehlt im Rahmen der Zwei-Band-Modelle.

In Verallgemeinerung einer Idee von Ahn®° kénnen die Gleichungen (8.127)
f. in geschlossener Form geltst werden, indem man beide Seiten iiber k£ sum-
miert, im Coulomb-Term die Reihenfolge der Doppelsummation vertauscht
und die Gleichung fiir jeden k-Wert einzeln 16st.?!

49 Fiir Details siehe Allen & Eberly, Optical Resonance and Two-Level Atoms, 1975;
Mandel & Wolf, Optical Coherence and Quantum Optics, 1995, Abschn.7.5.2f.

50 Ahn, Theory of Non-Markovian Optical Gain in Quantum-well Lasers, 1997. —
Dank dieser Umformung braucht auch im 2-Band-Modell nicht mehr auf die frither
iibliche Padé-Approximation zuriickgegriffen werden.

5! Dieser Wechsel der Summationsreihenfolge ist nur erlaubt, wenn der Summand
fiir grofle k-Werte hinreichend schnell konvergiert. Zu diesem Zweck miissen die
Beitrdge des vollen Bandes geeignet subtrahiert werden. Der zun#chst unbe-
stimmte Vorfaktor des peyx-Gliedes wird gleich Eins gesetzt, um Ubereinstimmung
mit dem Ergebnis der sukzessiven Iteration zu erreichen.
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Dazu kondensieren wir die Gleichungen (8.127) f. in die Form

Bi-Pr—> Cip - Py =Dy (8.129)
k/

bzw.

Pk_ZQkk"Pk’:Pg)); Qkk'EB;'C’kk'; P](CO)EB];l'Dk
kl

(8.130)
mit
Pi. = (pen Petk)’ (8.131)
h
Bi11 = Eé,lc) — E,(i) Chw— :
Tehk
By 12 = Z (Whie, ot 1, Pkt + Whie ! ik ik Tk )
K7k B (8.132)
Bjo1 = Z (Wit ik etk Tk + Wik, bkt ke ok i)
K%k
ih
Broa = B — BfY — hw — '
Telk
Crr 11 = (Nek — k) Wek k! hko, ok’ Crir 12 = 0;
(8.133)
Crir 21 = 0; Crir22 = Nk — i) Wik ik,
und
Dy = —Ao " Jenk (Nek — nnk) 3 Dro=—Ao-Jar (ner —nux) (8.134)

Bj;.12 und By 21 sind die neuen Terme, die die gewohnlichen 2-Band-Uber-
ginge: C-HH und C-LH, koppeln. Nun kann Gleichung (8.130) mit Hilfe von
Ahns Summationstrick gelost werden:

YSUZUES ST N SRS A o] (0 S NS IR
k k k!

kk/ k
Das heifit,

-1
P, = (i - ZQM> .p (8.136)
kl

Die Verallgemeinerung zu héheren Ordnungen im optischen Feld ist ebenso
elementar wie die Verallgemeinerung auf Mehrmoden-Felder u.s.w.52

52 Streng genommen muss man die Coulomb-Loch-Verschiebung (Coulomb hole
shift) und die Abschirmung der Coulomb-WW hinzufiigen, doch dndert dies nichts
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Aufgabe: Begriinden Sie das Weglassen der Glieder, die p? und Agp enthalten,
in den Gleichungen (8.127) f.!

8.6.4 Qualitative Effekte der Hybrid-Wechselwirkung

Zur Demonstration qualitativer Effekte betrachten wir den folgenden einfa-
chen Fall. Das optische Feld ist A(t) = Age~™*; alle Béinder sind isotrop und
parabolisch, fiir das Wechselwirkung-Matrixelement gilt dann

2
Ly

Eck: - Evk

Die Relaxationskonstanten sind 7., = 7 = T2 = const; die Energieverschie-

bungen kénnen vernachléssigt werden. Fiir die Coulomb-Wechselwirkung kann

das Jellium-Modell mit der Hintergrund-Dielektrizitdtskonstanten g, = €4,

und der Plasma-Abschirmung mit

2 62 2 kBT

K2 = 2_MBr
3 Er. — E,

. 1 .
|A0 'vak:‘z = 5 (AOJCU0)2

cv

- — :| Ntot
€x0€0

benutzt werden: Wy, = €2/eo0e0V (kj2 + nﬁv) (V' - Kristallvolumen). Die k-
Abhéngigkeit von By 12 kann vernachlissigt werden, wie das fiir den #hnli-
chen Fall von AE,; (8.120) iiblich ist; analogerweise kann man Qk,k' =~ QMJ
annehmen®. Fiir den Beitrag der C-HH- und C-LH-Ubergiinge zur linea-
ren dielektrischen Funktion erhélt man dann (Py, = /h2Ep/2m — Impuls-
Matrixelement der k - p-Theorie, P, (k,w) — Oszillatorstérke)

kpz

2 1p2 g2
Aepp(w) = -5 = / — 9 p(k,w)k*dk;  v=h,l (8137)
thw 71-2 (Eck: - Evk)

Der Materialgewinn ist der mit (-1) multiplizierte Absorptionskoeffizient
(n, = \/€p — Brechungsindex),

9(w) = =2 [Ae () + Aoy ()] (8.138)

cn,

Abbiuldung 8.3 zeigt numerische Ergebnisse fiir den typischen Halbleiter
GaAs®.

am Losungsverfahren. Dieses funktioniert sogar auch noch dann, wenn nichtdia-
gonale Relaxationsglieder der Polarisation (siehe z.B. Chow, Smowton, Blood,
Girndt, Jahnke & Koch, Comparison of experimental and theoretical GalnP quan-
tum well gain spectra, 1997) beriicksichtigt werden.

%3 Der Coulomb-Enhancement-Faktor wird dadurch unabhingig von k, nicht aber
von wj; sein Imaginérteil muss im Rahmen dieser Naherungen unterdriickt werden,
da er zu Artefakten fiihrt.

54 Bandstrukturparameter finden sich z. B. in Madelung (Hrsg.), Landolt- Béornstein
Tables, Bd. 17a, 1982; fiir T=300K: Ep = 20eV, E, = 1,45eV, m. = 0,0665m,
mp = 0,377m, m; = 0,09m, ap = 125A, es = 13,74, ep = 00 = 10,09.
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1100
1000
900
800
700

Gewinn [1/cm]
N
s

'300 T T T T T T T T T 1
145 146 147 148 149 1.5 1,51 1,52 1,53 1,54 1,55

Photonenenergie [eV]

Abb. 8.3. Einfluss der Coulomb-induzierten HH-LH-Ubergiinge auf den Materi-
algewinn g(fw) in GaAs; No = N = 3-10%ecm™>; § = /s = 4,2meV; g —
Dreibandmodell; go/goo — Quasizweibandmodell mit/ohne Coulomb-WW

Der Hauptunterschied zur Quasi-2-Band-Theorie besteht in einer Rotver-
schiebung des Gewinn-Maximums, wihrend das Coulomb-Enhancement des
Gewinn-Maximums etwa gleich ist. Diese Rotverschicbung sollte die Uber-
einstimmung von Theorie und Experiment deutlich verbessern, da die Zwei-
Band-Theorie den Gewinn nahe der Energieliicke unterbestimmt®®. Auch fiir
die anderen optischen Koeffizienten ergeben sich merkliche Anderungen.

Insgesamt tragen sehr viele , Effekte* zu den optischen Eigenschaften von
Festkorpern bei. Wenn im Rahmen halbempirischer Theorien (auf die man
angesichts der Komplexitit der Verhiltnisse in der Regel angewiesen ist)
gewisse Parameter an experimentelle Befunde angepasst werden, sind viele
Einfliisse in diesen Parametern summarisch beriicksichtigt. Wir haben hier
einen Effekt explizit untersucht, der bisher nicht beachtet wurde und der in
der Groflenordnung vieler anderer Einfliisse ist. Insofern hat man sich des
Pauling-Effektes®® zu gewirtigen. Dieser besteht darin, dass bei einer explizi-
ten Beriicksichtigung eines einzelnen Einflusses die in den (halb-)empirischen
Parametern enthaltene Kompensation gegensitzlicher Einfliisse®” in der er-

55 Vgl. Chow, Smowton, Blood, Girndt, Jahnke & Koch, Comparison of experimental
and theoretical GalnP quantum well gain spectra, 1997.

%6 Linus Carl Pauling (1901-1994, Nobelpreise 1954 und 1962), The Nature of the
Chemical Bond and the Structure of Molecules and Crystals, 1960. — Die Bezeich-
nung Pauling-Effekt stammt nach J.-L. Calais (1976, S.39) von Per-Olov Léwdin.

5T Ein Beispiel fiir eine solche Kompensation ist auch Sommerfelds Ableitung seiner
Feinstruktur-Formel, in der sowohl die wellenmechanischen Effekte als auch der
Spin unberiicksichtigt sind (vgl. Yourgrau & Mandelstam, 1979, S.115).



8.7 Beispiel: Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Diagramm-Technik 195

weiterten Theorie nicht mehr wirksam wird, wodurch die Ubereinstimmung
zwischen Modell und Experiment zunéchst schlechter werden kann.
Aufgabe*: Eine interessante Anwendung dieser Ergebnisse betrifft die opti-
schen Eigenschaften von Quantengriben. Aufgrund der Symmetriebrechung
der Valenzbandstruktur sind die Ubergéinge C-HH und C-LH energetisch ver-
schieden und optisch anisotrop; erstere emittieren und absorbieren vorwiegend
TE-polarisiertes Licht — letztere vorwiegend TM-polarisiertes Licht. Deshalb
erwartet man aus der Anregung der C-HH(LH)-Uberginge mit TE(TM)-
polarisiertem Licht auch nur TE(TM)-polarisierte Photolumineszenz, auch
wenn die C-LH(HH)-Ubergangsenergien kleiner sind. Zeigen Sie, dass we-
gen der Hybrid-WW Photolumineszenz auch infolge der jeweils anderen
Ubergénge auftritt und berechnen Sie dessen Spektrum!

Aufgabe*: Fiir die Stabilitit von Halbleiterlasern kénnen die nichtlinearen op-
tischen Eigenschaften wichtig sein, z. B. kann spontane Selbstpulsation infolge
nichtlinearer Gewinnsattigung auftreten. Letzteres bezeichnet das Absinken
des Gewinns g mit zunehmender Lichtintensitét I:

_ Irg Irpm _ Irn Irg
grE = 9TE0 — Tsatt T Jsatt v 9TM = gTM,0 — Tsatt T Jsatt
TE,TE TE,TM TM,TM TM,TE

Berechnen Sie den Einfluss der Hybrid-WW auf die Selbst- und Kreuzséatti-
gungsintensititen I3t

8.7 Beispiel: Elektron-Phonon-Wechselwirkung.
Diagramm-Technik

Die Elektron-Phonon-WW ist der entscheidende Mechanismus fiir den elek-
trischen Widerstand, einschliefllich der Supraleitung, fiir strukturelle Pha-
seniiberginge und viele andere Eigenschaften von und Erscheinungen an
Kristallen (siehe auch Abschn. 8.3). Fiir unsere quantenfeldtheoretische Be-
handlung neu ist, dass diese WW zwischen unterschiedlichen Teilchentypen,
némlich zwischen Fermionen und Bosonen, stattfindet. Auch hierbei entsteht
ein neues Quasiteilchen: das Polaron®®.

Wie die Elektron-Elektron-WW fiihrt die Elektron-Phonon-WW prinzipi-
ell auf nichtlineare Probleme, die sich nur bei starken Vereinfachungen exakt
16sen lassen. Die Besetzungszahldarstellung stellt aber auch hier anschauliche
systematische Ndherungsmethoden bereit; wir brauchen sogar nicht beson-
ders darauf zu achten, dass Fermionen mit Bosonen wechselwirken, da die
(Anti-)Vertauschungsrelationen deren Unterschiede selbsttétig beriicksichti-
gen.

58 Pekar, Lokale Quantenzustinde des Elektrons im idealen Ionenkristall, 1946. Fiir
eine umfassende Ubersicht sieche Henderson & Imbusch, Optical spectroscopy of
inorganic solids, 1989. Wir werden uns auf einige quantenfeldtheoretische Aspekte
beschranken.
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8.7.1 Bloch-Elektronen und Phononen als Idealisierungen

Wir haben die Phononen als wechselwirkungsfreie Anregungen von gekoppel-
ten harmonischen Oszillationen der Atomriimpfe um ihre Gleichgewichtsla-
gen im Kristallgitter und die Bloch-Elektronen als elektronische Einteilchen-
Elementaranregung im periodischen Potenzial des starren Kristallgitters ken-
nen gelernt. Beides sind Idealisierungen, denn

e die Coulomb-WW zwischen den Elektron fithrt zu beliebig komplexen
Vielteilchen-Effekten, wie wir weiter oben gesehen haben;

e die interatomaren Kréfte sind fiir endliche Auslenkungen nicht harmo-
nisch, das fithrt zur Phonon-Phonon-WW; die Vielteilchen-Problematik
ist hier ziemlich &hnlich der der Elektron-Elektron-WW, obwohl ph&no-
menologisch natiirlich ganz andere Eigenschaften des Festkorpers betroffen
sind, zum Beispiel die thermische Ausdehnung und der Warmewiderstand;

e die Gitterschwingungen verédndern die Umgebung der Elektronen — umge-
kehrt tragen die Elektronen zur interatomaren WW bei; aus beidem ergibt
sich die Elektron-Phonon-WW?®?, die in diesem Abschnitt behandelt wer-
den soll.

Grundsétzlich hat man hierfiir zunéchst die Hamilton- oder die Lagrange-
Funktion des Gesamtsystems als Summe der Lagrange-Funktionen der beiden
Teilsysteme und die der WW zwischen ihnen zu finden.%° In diesem Kapitel
werden wir uns aber auf Wechselwirkungen beschrinken, die mit Hilfe einer
potenziellen Energie beschrieben werden kénnen, wir verschieben deshalb die
Diskussion des Lagrange-Formalismus auf den § 8.8.1.

8.7.2 Elektron-Kern-Wechselwirkung in
Born-Oppenheimer-Niherung
Die stationdre Schrodinger-Gleichung fiir das Elektron-Kern-System lautet
[Tnucl + T, + ‘/v(T7 R)] Vg (T, R) = kEVg (T, R) (8139)

Die Gesamt-Wellenfunktion ¥g(r, R) wird nun aus elektronischen und Kern-
Komponenten wie folgt dargestellt:

Wg(r,R) =Y ¢n(r, R)Pn(R) (8.140)

Hierin beschreiben die Wellenfunktionen ¢, (r, R) das elektronische Subsystem
bei festgehaltenen Kernen (R ist hier also ein duflerer Parameter; n lduft iiber
alle elektronischen Zusténde):

[T + V(r, R)] ¢n(r, R) = en(R)dn(r, R) (8.141)

% Landau, Uber die Bewegung des Elektrons wm Kristallgitter, 1933.
50 ygl. Nelson, Electric, Optic, & Acoustic Interactions in Dielectrics, 1979.
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Denn da die Atomkerne viel schwerer als die Elektronen sind, kann man in
1. Ndherung annehmen, dass die Bewegung der Elektronen denen der Kerne
praktisch instantan folgt bzw. die Gitterschwingungen fiir die Elektronen eine
hinreichend langsame, adiabatische Potenzialinderung bewirken (Born & Op-
penheimer 192761).

Wir setzen nun die Entwicklung (8.140) in die Schrodinger-Gleichung
(8.139) ein und integrieren die elektronischen Orte aus. Das ergibt

D (dm(r, R)| Tu@n(R) |¢n(r, R)) + em(R) B (R)

n

Z H;Y (R)®(R) = Ed,,(R)  (8.142)

HeT (R) ist ein matrixwertiger Hamiltonian fiir die Kernbewegung. Die R-
Abhéngigkeiten der elektronischen Energieniveaus bilden ,effektive Potenzi-
algebirge” fiir die Kerne. Die effektive kinetische Energie besteht aus Termen

der Form (siche Aufgabe)

(Sm|ViBrdn) =Y (6miV i+ (6| Vo)) 0V e + (41| VRen)) P
l (8.143)

Die formale Ahnlichkeit mit den (skalaren) Ausdriicken in den Gleichungen
(4.126) ff. und (8.167) unten suggeriert die Definition eines (matrizwertigen,
mithin nicht-Abelschen%?) , Eichpotenzials®

A = i {9m|V ) (8.144)

(Moody, Shapere & Wilczek, 1989), wie sogleich noch deutlicher werden wird.

Die Born-Oppenheimer-Néherung besteht nun neben dem Ansatz (8.140)
darin, die Nichtdiagonal-Matrixelemente von flfnﬁn (8.142) zu vernachlissi-
gen. Fiir nichtentartete elektronische Zustdnde n ist dann der effektive Kern-
Hamiltonian gleich

= 537 FihVR + Ann(R) +E,(R) (8.145)

mit dem effektiven skalaren Potenzial (siehe Aufgabe)

En(R) =e,(R) + (Dn|V RO (D1|V ROR)

2M vt
=e,(R) + L
- “n 2M

l#n

(6l (VRH) |60) |
en(R) —e1(R)

(8.146)

5! Max Born (1882-1970, Nobelpreis 1954) & Julius Robert Oppenheimer (1904-
1967), Zur Quantentheorie der Molekeln, 1927.
52 Niels Henrik Abel (1802-1829)
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Der Born-Oppenheimer-Hamiltonian (8.145) besitzt die Gestalt des Hamil-
tonians eines elektrisch geladenen Teilchens in einem statischen elektrischen
Feld &,(R)/q und statischen magnetischen Feld B = Vi x A,,(R)/q, wenn
q die Ladung des Teilchens ist. Die damit verbundenen Eichtransformationen
(siche § 4.5.4) fithren zu geometrischen Phasen auch fiir die elektronischen
Wellenfunktionen. Da diese mit — fiir die Elektronen — adiabatischen Bewe-
gungen im Parameterraum (hier der Kernorte R) verbunden sind, nennt man
diese auch adiabatische Phasen.

Aufgabe: Beweisen Sie die Formeln (8.143) und (8.146)! Hinweise: Achten Sie
auf die Reihenfolge der Operatoren; benutzen Sie die Beziehung (V g, |d1) +
(ém|Vrer) = 0!

8.7.3 Deformationspotenzial-Wechselwirkung *

Wir wollen nun das Wechselwirkungspotenzial V' (r, R) néher betrachten.
Die Anderung (gegeniiber dem idealen Kristallgitter) des auf die Elektro-
nen wirkenden Gitterpotenzials besteht aus zwei Anteilen:

e der Polarisation des Gitters durch Verschiebung der geladenen Gitterbau-
steine (Frohlich-Wechselwirkung®?); wichtige Effekte dieser Polarisation
sind die Farbzentren in Isolatoren und die konventionelle Supraleitung in
Metallen;

e der (nichtpolaren) Deformationspotenzial-Wechselwirkung®4; eine wichtige
Anwendung dieser Wechselwirkung ist die Optimierung von Halbleiter-
Bauelementen durch gezielte Verspannung des Kristallgitters.

Fiir die nichtpolare Wechselwirkung ist der Hamiltonian viel einfacher her-
zuleiten, sie wird daher im folgenden betrachtet; und zwar, um Indizes zu
sparen, fiir ein Bravais-Gitter.5?

Die N Atomkerne seien um die Verschiebungen u;, [ = 1... N, aus ihren
Gleichgewichtslagen {R;} = {G} (G — Gittervektor) ausgelenkt. Dadurch
dndert sich das Einelektronen-Potenzial V' (r) gegeniiber dem starren Gitter-
Potenzial (4.138) um

N
SV(r) =Y _[V(r—Ri—w)-V(r— R)] (8.147)

=1

53 Herbert Frohlich (1905-1991), Proc. Roy. Soc. 160 (1937) 230; Theory of the su-
perconducting state, 1950; Interactions of electrons with lattice vibrations, 1952.
S. auch Lee, Low & Pines, The Motion of Slow Electrons in Polar Crystals, 1953.

54 Bardeen, Conductivity of Monovalent Metals, 1937; Bardeen & Pines, Electron-
phonon interaction in metals, 1955.

55 Wir folgen Haken, Quantenfeldtheorie des Festkérpers, 1973, § 15, und ver-
nachléssigen die Deformation des reziproken Gitters (s. hierzu Jones & March,
Theoretical Solid State Physics, Vol.2, 1973, Appendix 8.1; Bir & Pikus, Defor-
mationseffekte in Halbleitern, 1972), da diese am Prinzip der Wechselwirkung und
des quantenfeldtheoretischen Formalismus nichts dndert.
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Die Verschiebungen sind im allgemeinen so klein, dass 6V (r) in eine Taylor-
reihe beziiglich der Auslenkungen w; entwickelt werden kann:

N
SV(r) ==Y w-V,V(r—R)+0(u? (8.148)
=1

Die durch dieses Potenzial induzierte Wechselwirkung wird auch als Bloch-
Wechselwirkung bezeichnet.

Die Hamilton-Funktion Hyw (r) = §V (r) quantisieren wir als Summe von
Produkten von Phonon- und Elektron-Operatoren; dabei betrachten wir die
Auslenkungen wu; im Sinne der oben genannten adiabatischen Néherung als
(quasi-)statisch, d. h. zeitunabhéngig. Das Prinzip erldutern wir anhand des
einfachen Falles nur eines Bandes und des longitudinal-akustischen Schwin-
gungszweiges©6:

2~ h Tw- —jw- u
ul%UlzezZ\/ﬁNMw (bwe™ B 4 bl e R e = Tl

(8.149)

Vo V(r—R) = V,V(r—R)=> | V.V(r—R)vw)aa (8.150)
kk’

Das lokale Potenzial V(r — R;) ist nicht gitterperiodisch, daher ist das
Matrixelement in Gleichung (8.150) nicht diagonal in k.57 Zusétzliche Infor-
mationen gewinnt man aber durch die Fourier-Darstellung (g ist hier nicht
auf die 1. Brillouin-Zone beschriinkt!)%8

Vir—R)=)Y Vel V,V(r—R)=i) Vaqe'" " (8.151)
q

q

Das Matrixelement in Gleichung (8.150) erhélt dadurch die Form

(W VoV (r — R) ) = 1Y Voqe'? R / g (r) e (TR )T () dre
q

Kristall
(8.152)

56 Die transversal-akustischen Phonon-Moden tragen nicht zur WW (8.148) bei; in
Nolting, Viel-Teilchen-Theorie, 2001, § 2.3, wird der allgemeine Fall konsequent
durchgerechnet.

57 Deshalb kann es mitunter giinstiger sein, Wannier- statt Bloch-Funktionen zu
benutzen, vgl. Ferreira, Formulation of the Lattice Dynamics Problem in Terms
of Rigidly Moving Wannier Functions, 1971.

68 Diese und weitere niitzliche Gittersummen finden sich z. B. in Brauer & Streitwolf,
Theoretische Grundlagen der Halbleiterphysik, 1973, Appendix 1.
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Da die Bloch-Faktoren ug(r) gitterperiodisch sind, ist das Integral nur dann
von Null verschieden, wenn (¢ —k+ k') = K, ein reziproker Gittervektor, ist.
Damit wird

6V = —i Z (q-e) Vge TR / g (1) e K " ug (7)dr
lkk'qKw Kristall

h tw-R + —iw-R +
x m (buwe™ ™ + bye ') af g 0q—ki i (8.153)

Wenn wir die I-Abhéingigkeit von e; vernachlissigen und e; = e setzen, kénnen
wir dank der Beziehung (K’ ist ebenfalls ein reziproker Gittervektor)

Zefi(Q$w)'Rl = Nzéquva/ (8154)
l

K’

die [-Summe ausfithren. In der w-Summe mit b,, lasst sich w durch —w
ersetzen. Dadurch vereinfacht sich Gleichung (8.153) zu

Wi Y @oVy [ am)e S

kk'qK K'w Kristall

Nh
x 2M Wy (bfw T b;;) azak’(sqfk+k',K5q+w7K' (8.155)

Zur Auswertung der beiden Kronecker-Symbole setzen wir ¢ = ¢’ + K",
q' €1.BZ, nebst >, = > . gn (auch K" ist ein reziproker Gittervektor).
Folglich sind

qd-k+k=K-K' ud ¢+w=K —K"

Im der linken Gleichung kann die Summe der drei reduzierten Vektoren gleich
Null oder gleich dem kleinsten reziproken Gittervektor, K ,, sein. Mithin
gelten ¢ = —w und

q/—k—l—k:/:—w—k—l—k’:K—K’:KOE{O,Kmin}

Damit bleibt in Gleichung (8.153) von den Summen iiber k', ¢', K und K’
nur die Summe iiber K" iibrig:

5‘7 =—1 Z (K”—’UJ)'BVKN_w / ﬂk(r)ei(K/l+K°)'ruk+w+K0 ('l“)d'l“
kwKoK" Kristall
Nh

m (b_w + bj;) azak+w+[{0 (8156)

Die Faktoren vor den Operatoren fassen wir schliellich zum Wechselwir-
kungs-Matrixelement
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/| Nh Z
KO — 4 K _ .
Vk,’w ? 2Mww < [( 'UJ) e} Vwa

X tige (1) EHE) Ty iy (7)dr (8.157)

Kristall

zusammen und erhalten den iibersichtlichen Ausdruck

oV = Z Vi (b-w + %) @ a1 (8.158)
kwK

Er beschreibt die unelastische Streuung eines Elektrons aus dem Zustand
(k +w+ Kj) in den Zustand k, wobei ein Phonon mit dem Impuls —w ab-
sorbiert oder eines mit dem Impuls w emittiert wird; fiir die Elektronen gilt
Teilchenzahlerhaltung, fiir die Phononen nicht! Wie bei der Elektron-Elektron-
WW wird die Impulserhaltung explizit angezeigt. Wenn Ky = Ky, # 0
(man spricht hier, geometrisch motiviert, von Umklapp-Prozessen, andernfalls
von Normal-Prozessen), wird die Impulsbilanz durch eine Translation des ge-
samten Gitters hergestellt; wegen dessen grofler Masse ist diese Bewegung im
allgemeinen unmessbar klein.

Die Berechnung der Matrixelemente (8.157) ist ziemlich aufwendig.®® Eine
wesentliche Vereinfachung ergibt sich bei der Verwendung empirischer Para-
meter, insbesondere der universellen Matrixelemente (4.151)7.

Aufgabe*: Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen dem Typ der chemi-
schen Bindung im Kristall und der Stirke der polaren/nichtpolaren Elektron-
Phonon-WW her!

8.7.4 Diagrammtechniken zur Behandlung von Wechselwirkungen:
Feynman-Graphen

Zur Veranschaulichung und Hilfe bei der Systematisierung der vielen verschie-
denen Wechselwirkungsprozesse hat Feynman (1949) die nach ihm benann-
ten Graphen ersonnen. Eine geringe Anzahl von Regeln stellt eine eineindeu-
tige Beziehung zu den entsprechenden Formeln her. Dies ist insbesondere fiir
die Untersuchung der ansonsten sehr uniibersichtlichen stérungstheoretischen
Ausdriicke hoherer Ordnungen ungemein hilfreich. Da wir die hierfiir benutz-
ten Greenschen Funktionen nicht behandeln, gehen wir auf diese Regeln nicht
niher ein”!, sondern beschrinken uns auf einige Grundideen der Konstruktion
von Feynman-Graphen, vgl. Abb. 8.4.

59 Eine ausfiihrliche Diskussion der Uberlappungsintegrale in Gl. (8.157) findet sich
in Brauer, Finfiihrung in die Elektronentheorie der Metalle, 1972.

"0 Harrison, Electronic structure and the properties of solids, 1980; Enders, Acoustic
and Optical Deformation Potenzials in Cubic IV-VI Compounds, 1985.

™ Siche z.B. Penzlin, Die Methode der Feynmanschen Graphen, 1962; Feynman,
QED: The Strange Theory of Light and Matter, 1986. - Diese Technik wurde
inzwischen auf viele andere Gebiete iibertragen und findet sich in den jeweiligen
Lehrbiichern und Monographien.



202 8 Vom Viel-Teilchen-System zur Quantenfeldtheorie

k k
-W w
.(—/\/\— ® —/\/\—)
k-w+Ky k+w+K,
a) Absorption eines Phonons b) Emission eines Phonons

Abb. 8.4. Feynman-Graphen fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung (s. Text)

Die beiden Feynman-Graphen in Abb. 8.4 veranschaulichen die Elektron-
Phonon-Streuung 1. Ordnung entsprechend dem WW-Potenzial (8.158). Es
wird genau ein Phonon absorbiert (vernichtet; a) beziehungsweise emittiert
(erzeugt; b). Glatte Linien reprisentieren Fermionen; wegen der Fermionen-
zahlerhaltung gibt es genauso viel ein- wie auslaufende Fermionen-Linien. Wel-
lenlinien représentieren Bosonen; fiir sie gilt die Teilchenzahlerhaltung nicht,
deshalb kann es unterschiedlich viele ein- und auslaufende Bosonen-Linien ge-
ben. Die Teilchenimpulse sind hier die adiquaten Quantenzahlen, mit denen
die Linien gekennzeichnet werden. Es gilt stets die Erhaltung des Gesamtim-
pulses (die Wellenlinie fiir den Gitterimpuls K wird gewshnlich unterdriickt,
da dieses , Teilchen“ nicht an weiteren Streuprozessen teilnimmt).

Die Fermionen kinnen reale — wie im Abb. 8.4 — und virtuelle Uberginge in
andere Zustdnde vollziehen. Bei letzteren gehen sie am Ende des Streuprozes-
ses in ihre urspriinglichen Zusténde zuriick (modulo Austausch gleicher Teil-
chen). Die Generation und nachfolgende Rekombination virtueller Elektron-
Loch-Paare findet beispielsweise bei der Lichtbrechung statt, wihrend Ab-
sorption und Erzeugung von Licht mit realen Ubergingen verbunden ist.

Die Grunddiagramme koénnen im Rahmen des physikalisch Moglichen be-
liebig zusammengesetzt werden und stellen dann Prozesse hoherer storungs-
theoretischer Ordnungen dar. Die Aufsummation unendlich vieler (Teil-)Pro-
zesse fiihrt zur sogenannten Renormierung der Einteilchen-Eigenschaften und
des Wechselwirkungspotenzials (dies ist insbesondere fiir die Berechnung von
Lebensdauern und Extinktionseffekten erforderlich). Diese Partialsummen
kénnen durch hervorgehobene Linien und Vertices (Streuzentren) symbolisiert
und auf analoge Weise storungstheoretisch entwickelt werden. Dank dessen
konnen auch sehr verwickelte Viel-Teilchen-Prozesse in grafisch kondensierter
Weise anschaulich und iibersichtlich dargestellt werden.

Unter geeigneten Bedingungen entstehen aus der Elektron-Phonon-WW
neue Elementaranrequngen, die sogenannten Polaronen”. Thren Namen ver-
danken sie der Vorstellung, dass ein Elektron bei seiner Bewegung durch das
Kristallgitter die jeweils néchstgelegenen Gitterbausteine anzieht beziehungs-
weise abstoft und folglich mit einer , Polarisationswolke“ umgeben ist. Die

" Landau, Uber die Bewegung des Elektrons im Kristallgitter, 1933; Dexter & Knox,
Ezcitons, 1965.
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Ausbildung dieser Polarisation kostet Zeit, deshalb verlangsamt diese Wech-
selwirkung die Dynamik des Polarons: die effektive Masse wird zur sogenann-
ten Polaronenmasse vergrofiert (,,renormiert ).

Ein weiterer wichtiger Effekt der Elektron-Phonon-WW besteht in der
Induktion einer effektiven, durch Phononen vermittelten Elektron-Elektron-
WW. Diese kann sogar anziehend sein, die Coulomb-Abstoflung iiberwinden
und so zu gebundenen Paaren von Elektronen, den Cooper-Paaren fiithren: dies
ist die Grundlage der Theorie der (gewthnlichen) Supraleitung.”™ Auch hier
bringt die Quantenfeldtheorie nebst Besetzungszahldarstellung eindrucksvolle
Vorteile in der Eleganz der Durchfithrung.

8.8 Beispiel: Elektron-Photon-Wechselwirkung.
Polaritonen

Der Begriff der Wechselwirkung (WW) beinhaltet die gegenseitige Beeinflus-
sung zweier Systeme. Im Rahmen der Quantentheorie miissen dazu beide
Systeme quantentheoretisch behandelt werden; eine halbklassische Theorie
vernachlassigt die Riickwirkung des Quantensystems auf das klassisch behan-
delte System vollig — es sei denn, man verwendet die quantenmechanischen
(Fluss)Dichten als klassische Quellen fiir jene Systeme™. In vielen Fillen ist
diese Vereinfachung gerechtfertigt — andererseits lassen sich bestimmte qua-
litative Effekte, wie das unten zu beschreibende Anticrossing der Dispersi-
onskurven der isolierten Systeme, im Rahmen einer halbklassischen Theorie
prinzipiell nicht erfassen. Mit dem excitonischen Polariton werden wir im De-
tail betrachten, wie durch die Wechselwirkung eine neue Elementaranregung
entsteht.”™

8.8.1 Maxwell-Lorentz-Theorie

Wir ergiinzen jetzt in den Maxwell-Gleichungen (8.20) die Quellen, wobei
wir mit Lorentz (1895, 1909) annehmen, dass diese aus frei beweglichen
elektrischen Ladungen der Dichte pe(r,t) und ihren Konvektionsstromen
Jei(r,t) bestehen:

3 Die im § 6.6.3. zitierte BCS-Theorie folgt aus dem Formalismus von Feynman (An
operator calculus having applications in quantum electrodynamics, 1951) durch
Vernachléssigung der Retardierung und der Nichtlokalitét in der Wechselwirkung.
Sie wird in vielen Lehrbiichern und Monographien beschrieben. Eine besonders
anschauliche und ausfiihrliche Darstellung findet sich in March, Young & Sam-
panthar, 1967, Ch.7.

™ Einen solchen Zugang hat Jettmann (Konsistente Behandlung der Zeitentwicklung
bei der spontanen Lichtemission freier Atome, 1987) durchgerechnet. — Ich danke
Prof. L. Fritsche fiir den Hinweis auf diese Problematik und die Uberlassung einer
Kopie dieser Arbeit.

™ Vgl. Dirac, The Quantum Theory of the Emission and Absorption of Radiation,
1927.
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VE=¢;'pa; VB=0; VxE=-B; VxB=pyja+c°E
(8.159)

Fiir die Potenziale (8.21) ergeben sich die Gleichungen
AP+ VA= —c5pet; VXVXA+cg?A+cg?VP=poja  (8.160)

Es ist offensichtlich, dass die Eichung (8.22) nicht angewendet werden darf.
Eine Alternative besteht in der Lorenz-Eichung’®:

VA +c?d=0 (8.161)

Thr Vorteil gegeniiber anderen weiterhin moglichen Eichungen besteht darin,
dass die beiden Gleichungen (8.160) entkoppeln; man erhélt fiir beide Poten-
ziale inhomogene Wellengleichungen:

A0 Yot = s tatm (a5 00) At = —pogatr.n
Cg 8t2 r, = —&g Pel\T,1); 6(2) 3152 r, = —HKoJellT,
(8.162)

Die Einwirkung des elektromagnetischen Feldes auf die Ladungsdichte wird
durch die Lorentz-Kraftdichte (Lorentz, 1895, 1909) beschrieben:

f=paE +jax B (8.163)

Um sie in die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen einzubringen, muss, da
in letztere nur die Ableitungen der Lagrange-Dichte eingehen, nicht aber die
Lagrange-Dichte selbst, das Wechselwirkungsglied mit den Potenzialen ge-
bildet werden. Da die Lagrange-Dichte ein Skalar ist, besteht der einfachste
Ansatz darin, das skalare Potenzial mit der Ladungsdichte und das Vektorpo-

tenzial skalar mit der Stromdichte zu multiplizieren””:

Lyw =Je1 - A — pe1 - P (8.164)

(die méglichen numerischen Koeffizienten erweisen als +1 und —1). Aus offen-

sichtlichen Griinden nennt man diese Wechselwirkung minimale Kopplung.
Wenn die Lagrange-Dichte fiir die geladenen Koérper ohne Feld die Form

(8.9) besitzt, wird mit jei = peitt die kanonische Impulsdichte (8.16) gleich

w(r,t) = p(r,t)a(r,t) + pa(r,t)A(r,t) (8.165)
Der kanonische Feld-Impuls (8.26) &ndert sich nicht.
"6 Diese Eichung stammt nicht, wie man oftmals liest, von Hendrik Antoon Lorentz,
sondern von Ludvig V. Lorenz (1867).

™" Vgl. Larmor, Aether and Matter, 1900; Nelson, Electric, Optic, € Acoustic Inter-
actions in Dielectrics, 1979.
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Die Hamilton-Dichte des Gesamtsystems ist dementsprechend

Hiot it mod+ I A — Looy(u, P, A) = T(m — paA) + V (u) + Hreld + pei®
(8.166)

Hrela ist die Hamilton-Dichte des quellenfreien Feldes in Gleichung (8.27).
In der Hamilton-Dichte ist die klare Form (8.164) der Wechselwirkung
leider nicht mehr offensichtlich. Die bekannte

Regel: Der Hamiltonian eines Systems elektrische Ladungen + elek-
tromagnetisches Feld ist gleich dem Hamiltonian der Ladungen unter
dem Einfluss des Feldes plus dem Hamiltonian des freien Feldes; die
Verdinderung der Feldes infolge der Wechselwirkung wird automa-
tisch“ beriicksichtigt.

und ihre Interpretation als Erscheinungsform des 3. Newtonschen Axioms
actio = reactio (Haken, 1973, §§ 15, 44) mag deshalb etwas obskur erscheinen.
Sie findet aber in der Lagrange-Dichte (8.164) ihre natiirliche Erklarung.

Fiir ein als punktférmig angenommenes Elektron der Ladung —e, das sich
im Kristall-Potenzial Vg (r) bewegt, erhélt man fiir die Hamilton-Funktion
(siehe §§ 3.1.2 und 4.6.1)

Hioy = (P + €A)2 + VG(’I') —e® + Hpelq (8.167)

1
2m
Aufgabe: Andert die Existenz von Quellen die Anzahl der Freiheitsgrade
des elektromagnetischen Feldes? (Hinweis: Sind die Funktionen pe(r,t) und
Jei(r, t) unabhéngig voneinander?)

Aufgabe *: Wie lauten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen? Zeigen Sie
ihre Aquivalenz mit den Lagrange-Gleichungen!

8.8.2 Erste Quantisierung

Bei der 1. Quantisierung wird in der Ortsdarstellung der kanonische Impuls
P durch den Operator P = —ihV ersetzt. Das Feld werde kanonisch quanti-
siert. Dadurch wird die klassische Hamilton-Funktion (8.167) zum Hamilton-
Operator

. 1 S . .

i = 5 [0V —ich (V- A+ A- V) + EA°] + Vg - e + fvaa

m
(8.168)

Hierbei war wegen P- A(r,t) # A(r,t)- P auf die Reihenfolge der Ausdriicke
beim Ausmultiplizieren des Quadrates (P + eA)? zu achten.

Oft wird der Hamiltonian (8.168) mit Hilfe der Eichung (8.22) vereinfacht.
Man kann aber nur entweder das skalare Potenzial: &(r,t) = 0, oder die



206 8 Vom Viel-Teilchen-System zur Quantenfeldtheorie

Divergenz des Vektorpotenzials: VA(r,t) = 0, eliminieren. Wir wéhlen hier
die erste Option und erhalten fiir den Gesamt-Hamiltonian den Ausdruck

~ ~ ~ ~ . *hZ

Hiot = Hp1 + Hreia + Hww;  Hpl = %VQ + Ve
—ieh
2m

Fww = (v A+ A v) (8.169)
Im Unterschied zur halbklassischen Theorie fiihrt die gleichberechtigte Be-
handlung von Ladungen und Feldern zu einer Modifizierung sowohl des elek-
tronischen als auch des photonischen Energiespektrums, wie wir weiter unten
sehen werden.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass man in Gebieten mit Quellen nicht mehr &(r,t) =
VA(r,t) = 0 erreichen kann!

8.8.3 Aharonov-Bohm-Effekt *

Wir hatten im Abschnitt 4.5 gesehen, dass der Energiesatz bestimmte Anfor-
derungen an die Modellierung auch derjenigen Felder impliziert, von denen
die Gesamtenergie und die Bezugsldnge nicht abhédngen. Zu diesen Feldern
gehort, in Bezug auf elektrische Ladungen, das Magnetfeld auflerhalb einer
unendlich langen dichtgewickelten einlagigen Spule konstanten Durchmessers
d, die von einem konstanten Strom I durchflossen wird. Auflerhalb der Spule
verschwindet zwar die magnetische Feldstéirke: B(r) = 0, nicht jedoch das
Vektorpotenzial, das hier ein Gradientenfeld ist: A(r) = Vpa(r) # 0. Dies
ist nun genau die im § 4.5.3 betrachtete Situation mit ¢(r) = — ¢ 4(r).™ Das
heifit, dass die Wellenfunktion eines an dieser Spule vorbeifliegenden Elektrons
eine Phasenverschiebung erfihrt (wir kehren hier voriibergehend zur halbklas-
sischen Betrachtungsweise zuriick):

i fA(T/)-dT'
(.t A) = b(r, ;0 o (8.170)

Betrachten wir nun als Gedankenexperiment eine Doppelspalt-Interferenz-
Anordnung, bei der sich eine solche Spule gut isoliert zwischen den Spalten
befindet. Wenn nur Spalt 1 offen ist, sei die Wellenfunktion hinter dem Spalt

U1 (r,t; A) = Py (1, £ 0)e’F Jspan 1 AC)dr (8.171)

8 Ein ansonsten wechselwirkungsfreies Elektron, das sich mit der Geschwindigkeit v
innerhalb eines konstanten Magnetfeldes B klassisch bewegt, beschreibt Schrau-
benlinien parallel zu B mit dem Windungsradius 7. = m|v x B|/eB?, dem Win-
dungsabstand h. = m|v - B|/eB? und der Umlaufperiode T, = 27 /w. = 2wm/eB
(we — Zyklotronfrequenz) (Jaworski & Detlaf, Physik griffbereit, 1972). Mithin ist
die charakteristische Lénge r. eines solchen Systems und also seine Bezugslinge o
energie- und feldabhiingig, so dass die Uberlegungen des § 4.5.3 keine Anwendung
finden.
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Ist dagegen nur Spalt 2 offen, sei die Wellenfunktion hinter dem Spalt
ba (1, 15 A) = o (1, £;0)e'F Jspan 2 A()-dr’ (8.172)

Sind nun beide Spalte offen, haben wir fiir die Wellenfunktion die Summe
beider:

Vrya(r,t; A) = ¢n(r, £;0)e’ Jspary 1 A(r)-dr’
+w2 (/r', t; 0)62% fSpalt 2 A(T/)'d"'/ (8.173)
= [ (7, £;0) 522 4 by (1, 1;0)] &' Jspmre 2 AT)47 (g 174)

Hierin ist @ der magnetische Fluss.

Das heifit, zwischen den Wellenfunktionen 1 (v, ¢;0) und s (7, ¢;0) ent-
steht eine zusdtzliche Phasendifferenz, die das gewohnliche Interferenzbild ver-
schiebt: der Aharonov-Bohm-Effekt™. Obwohl hier das Vektor-Potenzial ein
Gradientenfeld ist, haben wir § A - dr # 0! Das liegt daran, dass der Inte-
grationsweg in einem topologisch zweifach zusammenhingenden Raum liegt:
er lasst sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen, da er um die Spule her-
umfiihrt.

Nach den Ausfiihrungen der §§ 4.5.3 f. ist der Aharonov-Bohm-Effekt ein
durch die Eichsymmetrie der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung bedingter
geometrischer Phaseneffekt.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass [; , A-dr = § A-dr = &p ist! Hinweis: Skizzieren
Sie die Versuchsanordnung!

8.8.4 Zweite Quantisierung
Wir fithren die 2. Quantisierung und den Ubergang zur Besetzungszahl-
Darstellung wie oben beschrieben durch und erhalten

e fiir das Elektron ohne elektromagnetisches Feld (u, v — geeignete Quan-
tenzahlen):

Ha =Y (dul Halv) o) ay (8.175)
g

o fiir das freie elektromagnetische Feld (w — Photonen-Wellenzahlvektor,
j = z,y, z — Polarisationsmoden-Index):

N 1
thot = Zhij (b;_wbjw + 2> (8176)
Jw

™ Yakir Aharonov (*1932) & David Josef Bohm (1917-1992), Significance of El-
ectromagnetic Potenzials in the Quantum Theory, 1959; Further considerations
of electromagnetic potenzial in the quantum theory, 1961; Schwabl, QM II, 1997,
§7.5.
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e fiir das Vektorpotenzial (V' — Periodizitéts-, hier das Kristallvolumen):

Z \ 9 Vw [€jwbjwe™ ™ + ejwb"’we*iw”"] ; j=z9,z
0

(8.177)
Damit ergibt sich fiir den Hamiltonian der Wechselwirkung (WW)
];AIWW = Z a:av (g,uujwbjw + g;l,jwbjw) (8178)

nrjw

mit den Kopplungskonstanten

—€ h iw-r s T iw-r
Juvjw = %H m <wu| e €jw - P+ P-e €jw |’(/),,> (8179)

Entsprechend der minimalen Kopplung (8.164) ist er t¢rilinear in den
Elektron- und Feldoperatoren. Eine allgemeine Losung der stationdren Schro-
dinger-Gleichung

Huow {4} 5 {0 }) = Epawg [{n} {naw }) (8.180)

ist nicht bekannt. Es wurden deshalb viele mehr oder weniger anwendungs-
spezifische Niherungsverfahren entwickelt®?. Im Rahmen dieser Darstellung
wollen wir uns auf ein Beispiel beschrinken, das sich konsequent durchrechnen
— die Unterschiede zur halbklassischen Theorie aber klar hervortreten lasst.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass in den Kopplungskonstanten (8.179) die Impulser-
haltung steckt! Hinweis: Betrachten Sie die Summen der Impulse fiir jeden
Summanden im Hamiltonian (8.178) einzeln!

8.8.5 Gekoppelte verschiedenartige quantenmechanische Pendel:
Das excitonische Polariton

Wir wenden nun den soeben erstellten Formalismus auf die Wechselwirkung
der Elektronen in einem Molekiilkristall mit einem elektromagnetischen Feld
an (das sie zum Teil mit erzeugen). Im Unterschied zu den gekoppelten Schwin-
gungen der Gitterbausteine im § 6.3.1 betrachten wir jetzt die Kopplung ver-
schiedenartiger Systeme. Infolge dessen treten qualitativ neue Erscheinungen
im Energiespektrum, d. h. in der Dispersionsrelation des hierbei entstehenden
Quasiteilchens excitonisches Polariton auf.

Um die Behandlung auf das hierfiir Wesentliche zu reduzieren, nehmen wir
folgendes an®!:

80 Siehe z. B. Heitler, The Quantum Theory of Radiation, 1954; Messiah, Quantum
Mechanics, 1958; Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc & Grynberg, Atom-Photon In-
teractions, 1992; Schleich, Quantum Optics in Phase Space, 2000.

81 Haken, Quantenfeldtheorie des Festkorpers, 1973, §45; siche auch Pekar, Theory
of Electromagnetic Waves in a Crystal with Ezxcitons, 1958; Ders., Dispersion of
Light in the FExciton Absorption Region in Crystals, 1958.
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e Die Elektron-Elektron-WW fiihrt zur Herausbildung von Frenkel-Excito-
nen (siehe § 8.5.5):

Hg =Y EwBjBuw (8.181)

e Die Excitonen-Dichte ist so gering, dass die Operatoren By, und B,, prak-
tisch bosonisch sind und wir die Excitonen als Quasi-Oszillatoren betrach-
ten diirfen;

e Das elektromagnetische Feld ist transversal und linear polarisiert (j = 1;
zudem lassen wir den Vakuum-Beitrag fort, da er in die weiteren Rech-
nungen nicht eingeht):

Hrela = Y hwwbbw (8.182)
e Die Kopplungskonstanten (8.179) sind in guter N&herung ,excitonisch®,
so dass
Hww =Y guw (Bhbw + Buwby,) (8.183)
wird.

Der Gesamt-Hamiltonian vereinfacht sich dank dieser Ndherungen zu

Hyot =Y (BuwBBuw + hwwbiybuw + guwBhbw + guwBuwb) (8.184)

w

Er ist diagonal in der verbliebenen Schwingungsquantenzahl w (Photonen-
Wellenvektor) und bilinear in den Photonen- und Excitonen-Operatoren. Das
erlaubt die (angestrebte) exakte Losung der Schrédinger-Gleichung (8.180)
mittels algebraischer Diagonalisierung in endlich vielen (hier: zwei) Dimen-
sionen, wie wir im folgenden zeigen werden.

Analog zu den Transformationen (6.63) fithren wir mittels der kanonischen
Transformation

By = U110 Prw + U120 Pow; bw = U21wP1w + U220 Pow (8.185)

neue Operatoren P o, ein, die ihrerseits gemischte, das heifit excitonische
und photonische Zustédnde reprisentieren:
U224 By — U120 U11wbw — U210 B
le _ 22w Pw 12w%w : P2w _ 11w%w 21w Pw (8186)

U1wU22w — U12w U21w Ul1wU22w — U12w U21w

Die Koeffizienten u,, werden hierbei derart bestimmt, dass die neuen Ope-
ratoren P o,, Wieder bosonischen Vertauschungsrelationen geniigen und der
transformierte Hamiltonian diagonal in den neuen Operatoren ist:
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4,5

Frequenz [willkiirl. Einh.]

-0,5 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4
Wellenzahl [willkiirl. Einh.]
Abb. 8.5. Dispersionskurven der beiden Polaritonmoden (8.188); ---: ungestorte
Exzitonenenergie Fexc(w); —: ungestorte Photonenenergie fw = hcw; -.-.-. (—..—..):

groBere (kleinere) Polaritonfrequenz /if2: 2(w)

Hior = Z (72100 Pry Praw + 78200 Palyy Poy ) (8.187)

w

Dadurch werden die Operatoren Pj 2., zu neuen quantenmechanischen Nor-
mal, koordinaten“, die zu neuen Elementaranregungen, den excitonischen Po-
laritonen gehoren.

Diese neuen Elementaranregungen besitzen die Energien

1

2

Ganz charakteristisch ist hier das Auseinanderriicken (avoided crossing oder
anti-crossing) der Energieniveaus E,, und fw,,, siche Abb. 8.5.

Da die excitonische Ausbreitungsgeschwindigkeit |0E,,/0hw]| viel klei-
ner als die Lichtgeschwindigkeit c¢ ist, schneiden sich die freien, ungekoppel-
ten Photon- und Exciton-Dispersionskurven. Durch die Wechselwirkung wird
diese Uberschneidung aufgehoben. Entlang der neuen Dispersionskurven tau-
schen die Elementaranregungen ihre Eigenschaften aus: Das Polariton mit
der Dispersionskurve 24 (w) ist Photon-ghnlich fiir kleine Wellenzahlen und
Exciton-dhnlich fiir grole Wellenzahlen, wihrend, umgekehrt, das Polariton
mit der Frequenz (25(w) Exciton-ghnlich fiir kleine und Photon-#hnlich fiir
grofle Wellenzahlen ist.

Aufgabe: Erweitern Sie die Hamiltonians (8.175) und (8.178) auf den Fall N
miteinander wechselwirkender Elektronen!



9. Ausblicke

9.1 Zusammenfassung unserer Begriindung
der Wellenmechanik aus der Klassischen Mechanik
und erginzende Bemerkungen

9.1.1 Gegenstandsbestimmung —
Lo6sung der Schrédingerschen Probleme

Wir haben aus der Eulerschen Formulierung der Klassischen Mechanik die
Quantenmechanik in Form der Schrédingerschen Wellenmechanik hergeleitet,
und zwar als Mechanik fiir diejenigen Systeme, die in stationédren Zustédnden
auch Konfigurationen x annehmen kénnen, fiir die die potentielle Energie
gréfer als die Gesamtenergie ist: V() > E. Diese aziomatisch-deduktive Ab-
leitung der Wellenmechanik enthélt keinerlei Zusatzannahmen; sie entsteht
allein aus der Frage, auf welche Art und Weise die der Klassischen Mechanik
inhdrente Beschrankung V(z) < E aufgehoben werden kénne und wie diese
klassisch micht moglichen Zustdnde im Sinne von Euler zu beschreiben seien.
Daraus folgt zugleich die Gegenstandsbestimmung der Quantenmechanik als
Theorie derjenigen konservativen Systeme, fiir die die Menge der moglichen
(Impuls-)Konfigurationen gleich der Lagrange-Menge ist:
Cunogticn = Chraiarrs  Puogtin = Poganen

Hierbei ist die Quantisierung an die Existenz einer zeitunabhéngigen Hamil-
ton-Funktion gebunden — dieser Umstand mag die Probleme bei der Quanti-
sierung geddmpfter Systeme erklédren.

Auf diesem Wege werden vier von Schrodinger bereits bei seiner Ablei-
tung der Wellenmechanik erkannte grundlegende methodische Probleme der
Quantisierung behoben:

1. Die Quantengleichung sollte die Quantenbedingungen in sich selbst tragen
(Zweite Mitteilung, S.511);

2. Es sollte spezielle mathematische Losungsmethoden fiir Differentialglei-
chungen vom Typ der stationéiren Schrodinger-Gleichung geben, die dem
nicht-klassischen Charakter des Quantisierungsproblems Rechnung tragen
(Ebda., S.513);
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3. Die Ableitung sollte eindeutig ergeben, dass die Energie- und nicht die
Frequenzwerte diskretisiert werden (FEbda., SS.511, 519);

4. Die Verwendung der klassischen Ausdriicke fiir die potenzielle und fiir die
kinetische Energie sollte gerechtfertigt werden ( Vierte Mitteilung, S.113).

Der Erfolg dieses Zuganges ist hauptséchlich der Tatsache zu verdanken, dass
die Eulersche Darstellung der Klassischen Mechanik die nétigen Voraussetzun-
gen fiir deren Verallgemeinerungen besitzt; wir erwéhnen hier nur die prézise
Fassung und zentrale Stellung des Zustandsbegriffes sowie die Beschrankung
der Axiome auf Aussagen zur Zustandserhaltung. Insofern ist die Quanten-
mechanik eine natiirliche Verallgemeinerung nicht der Newtonschen, sondern
der Eulerschen Darstellung der Klassischen Mechanik ist; sie ist eine ,,Um-
deutung® (Heisenberg, 1925) jener.!

Diese Aussage widerspricht durchaus nicht der Ansicht, dass die Hamilton-
Jacobi-Theorie die formale Vollendung der Klassischen Mechanik darstellt, im
Gegenteil: ist es doch in der Evolution gew6hnlich so, dass neue Arten nicht
aus den jeweils hochstentwickelten Formen der alten Arten entstehen, sondern
aus geringer ausdifferenzierten Formen.

Ein weiterer Vorteil der Konzentration auf den Zustandsbegriff besteht
darin, dass man das Problem der Ununterscheidbarkeit von Kérpern (Teil-
chen) bereits klassisch diskutieren kann.

Paradoxerweise fiihrt die urspriingliche Erweiterung der Bewegungsmog-
lichkeiten in der Konsequenz auch zur Einschrinkung von Bewegungsmdoglich-
keiten: die Menge der stationdren Zustédnde des klassischen Oszillators ist
iiberabzéhlbar unendlich und damit méchtiger als die des quantenmechani-
schen Ostzillators, die nur abzdhlbar unendlich ist. Dieses Paradoxon wird in
der Quantenfeldtheorie aufgehoben.

9.1.2 Undurchdringlichkeit — Tunneleffekt

Die Wellenmechanik war von de Broglie (1924) initiiert worden, um die
klassischen Welle- und Teilchen-Bilder zu vereinen. Demgegeniiber wird die
Schrodinger-Theorie mitunter als eine reine Wellentheorie angesehen, im Rah-
men derer der Teilchen-Charakter der quantenmechanischen Objekte verloren-
gegangen ist. Diese Interpretation scheint eine bestimmte Lokalisierung von
Teilchen im Sinne der klassisch-mechanischen Raumeinnahme von Koérpern
kraft ihrer Undurchdringlichkeit zu unterstellen. Die Aufhebung der Undurch-
dringlichkeit fiihrt jedoch nicht zu einer absoluten, undifferenzierten, qua-
litdtslosen Durchdringbarkeit, sondern zu einer relativen, quantitativ diffe-
renzierten gleichzeitigen Einnahme derselben Raumteile durch mehr als ein

! Die Schwierigkeit, wenn nicht Unméglichkeit, die Newtonsche Axiomatik syste-
matisch zu verallgemeinern liegt, wie gesagt, daran, dass neben der Erhaltung der
Zusténde auch die Art und Weise der Zustandsverédnderung aziomatisch festge-
legt wird. Verallgemeinerungen sind deshalb nur bei Anderungen des Newtonschen
Axiomensystems selbst moglich, was generell sehr schwierig ist, vor allem auch
konzeptionell und methodisch.



9.1 Zusammenfassung 213

Quantenteilchen. Gegen die Auffassung der Schrodinger-Gleichung als klassi-
sche Wellengleichung spricht allerdings, dass die Wellenfunktion nicht klas-
sisch interpretierbar ist.

Hiermit hingt der Tunneleffekt zusammen. Diesen darf man sich erst recht
nicht als blofles Eindringen eines Quantenteilchens in eine ,klassische Bar-
riere“ vorstellen. Eine uniiberwindliche Barriere (Vi) (z) > E) existiert nur
fiir klassische, nicht aber fiir nichtklassische Systeme. Denn fiir die klassisch
unmoglichen Konfigurationen ist zwar die klassische Lageenergie grofler als
die Gesamtenergie:

Voy(z) > B fiir alle o € CLeibniz

unmoglich

nicht aber die nichtklassische Lageenergie (4.21):

Vik(z) < B firalle z € (Lagrange

moglich

Die Ausdehnung der Wellenfunktion in klassisch nicht mogliche Raumge-
biete zeugt allerdings vom nichtlokalen Charakter der Ausbreitung von Quan-
tenteilchen.

Der Ubergang von der Quantenmechanik zur Klassischen Mechanik ist im
allgemeinen Fall nur durch die Wiedereinfithrung der Undurchdringlichkeit
befriedigend durchfithrbar.

Aufgabe*: Zeigen Sie die Giiltigkeit der Ungleichung Vi (z) < FE fiir den ein-
dimensionalen Potenzialtopf der Breite 2a und der Tiefe V! Hinweise: Losen
Sie die Schrédinger-Gleichung fiir u(£) = ¢ (2(£) = a&) (vgl. § 4.3.1); normie-
ren Sie u(&) auf fj;j u(€)?d¢ = 1; zeigen Sie, dass u(£1)? < E/V; gilt, d. h.
[cos(q)? + sin(2q)/2q] > 0 fiir die geraden und [sin(q)? — sin(2q)/2q] > 0 fiir
die ungeraden Losungen, g = /2ma?E/h? (Schwabl, QM I, § 3.4)!

9.1.3 Zustand versus Bewegung

Viele Uberginge von der Klassischen zur Quantenmechanik beginnen mit der
Annahme, dass die klassischen Begriffe nicht mehr giiltig seien, wobei vor
allem der Begriff der Bahn in Frage gestellt wird.2 Dadurch entsteht der
Eindruck, dass der grundlegende Begriff der Klassischen Mechanik der der
Bahn sei und keine fundamentaleren Begriffe, wie der des Zustandes, existier-
ten.> Andere starten von einer Bewegungsgleichung, die jedoch keine Erhal-
tungsgrofen enthélt, und gelangen nach mehr oder weniger formalen Umfor-
mungen zu einer Theorie, in der die Zustandserhaltung eine zentrale Rolle

2 Dabei bleibt offen, weshalb die klassischen Funktionen der kinetischen und po-
tenziellen Energie, V(z) und T'(v), weiter verwendet werden diirfen

3 Oft wird argumentiert, dass die Heisenbergsche Unschirferelation es unméglich
mache, beim Stofl zweier Teilchen deren Bahnen zu verfolgen. Die Heisenberg-
sche Unschérferelation ist aber keine Voraussetzung, sondern eine Konsequenz
der Schrodinger-Gleichung, so dass der klassische Bahnbegriff vorher aufgegeben
werden muss.
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spielt. Da diese naturgeméfl nicht aus den Umformungen erwéchst, muss sie
zusétzlich postuliert werden, so dass diese zentrale Rolle sozusagen aus dem
Nichts zu entstehen scheint. In der Folge enthalten derartige Uberginge letzt-
lich unbefriedigende Spriinge bzw. Ad-hoc-Annahmen.

In dem hier vorgestellten Zugang werden derartige Spriinge vermieden,
mithin der Ubergang von der Klassischen zur Quantenmechanik auf ganz
,natiirliche“ Weise, mithin deduktiv durchgefiihrt. Er kann nicht zuletzt des-
halb als Fortsetzung des Schrodingerschen Programms verstanden werden.

9.1.4 Innere und duflere Parameter

Beim Ubergang von der Klassischen zur Quantenmechanik wandelt sich die
Energie von einer externen zu einer internen Zustandsgrofie: durch die Ein-
nahme des gesamten Konfigurationsraumes gibt es namlich gar keine externen
Zustandsgroflen mehr. Deshalb geschieht die Anregung eines Quantensystems
durch #uBere Ursachen parametrisch.*

Verallgemeinert heifit dies: Wenn es nur noch innere Zusténde gibt, dann
gibt es ausschliefllich parametrische Anregung. Folglich

ist die Bewegungsgleichung homogen in der Wellenfunktion 1;
bleibt die Amplitude der Wellenfunktion 1 in der Bewegungsgleichung
prinzipiell unbestimmt.

Regel: Das Verhdltnis von inneren und dufSeren Zustinden und Pa-
rametern erweist sich als ein Schlissel zur Unterscheidung von Klas-
sischer Mechanik und Quantenmechanik sowie zum Verstindnis der
Quantenmechanik iberhaupt.® Die Quantenmechanik ist nichtklassi-
sche Punktmechanik, nicht nichtklassische Kontinuummechanik.

Im Unterschied zu den klassischen Wellengleichungen riihrt die zeitabhéngige
Schrodinger-Gleichung nicht von partiellen Differentialgleichungen von 1. Ord-
nung in der Zeit her.%

Schrédinger hebt vor allem diesen ,,Mangel an Analogie“ (Vierte Mitteilung,
S.115) zwischen der klassischen externen und der wellenmechanischen parame-
trischen Anregung hervor, um die Besonderheit der quantenmechanischen Zeit-
abhéngigkeit zu betonen. Zur Ausnahme verschobener Quantenoszillator siehe §
6.2.4.

Dieses Verhiltnis kénnte auch fiir andere Disziplinen hilfreich sein. So betont
Sommerfeld (Elektrodynamik, 2001, S.290), dass es die inneren Eigenschaften
einer Fliche waren, die Gaufl (1827) zum Linienelement und zum invarianten
Kriimmungsma$ fiihrten, auf denen Riemann (1854) und schlieBlich Einstein
(1977) aufbauten.

In der Transporttheorie sind dies die ,,Materialgleichung”, die die Krifte mit
den Fliissen verbindet, und die Kontinuitéitsgleichung als Erhaltungssatz fiir die
transportierte ,,Substanz®; in der Elektrodynamik die Beziehungen zwischen den
elektrischen und magnetischen Feldern.
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Die Homogenitdt der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung ermoglicht
das Superpositionsprinzip, das bei der Anwendung des Formalismus eine grofie
Rolle spielt und deshalb von einigen Autoren sogar an die Spitze eines axio-
matischen Aufbaus der Quantenmechanik gestellt wird. Im Rahmen unseres
Zuganges ist es ein abgeleitetes Merkmal der Theorie.

9.1.5 Symmetrie

Die neue Bedeutung des Betrages der Wellenfunktion, |1 g(x)|, eroffnet infolge
seines Bezugs zur Begrenzungsfunktion Fg(x/zg) einen natiirlichen Zugang
zur Eichinvarianz und zur geometrischen Phase nebst eines Kriteriums, wann
eine Phase dynamisch und wann geometrisch ist.

Beim Vektor-Potenzial A = V x Z + Vo kann der Gradientenanteil Vo
in eine geometrische Phase ohne Einfluss auf das Energiespektrum wegtrans-
formiert werden. Das Energiespektrum héngt nur vom Wirbelanteil V x Z,
mithin von der magnetischen Feldstdrke B ab. Genauer, da sich der Wir-
belanteil nicht umeichen ldsst, miissen sogar das Energiespektrum (dies im
Unterschied zur Klassischen Mechanik) und der Bezugsparameter zq (Zyklo-
tronradius) von B abhéngen.

Wir vermuten, dass hier noch weiter gehende Schlussfolgerungen méglich
sind.

9.1.6 Kausalitit und Determinismus

Die Schrodinger-Gleichung ist ebenso kausal und deterministisch wie die
Newtonsche Bewegungsgleichung; eine relativistische Verallgemeinerung der
Schrodinger-Gleichung wére sonst unmoglich. Die Unterschiede zwischen den
Theorien folgen allein aus den Eigenschaften der Kérper (Teilchen) und den
Zustandsbeschreibungen. Bei gegebenen inneren und &ufleren Potenzialen
ldsst sich die Wellenfunktion fiir alle Zeiten aus ihrem Anfangswert berech-
nen.”

Klassische Bahnen lassen sich aus ihr allerdings nicht eindeutig und nicht
kausal bestimmen, und daraus ist oft der Schluss gezogen worden, dass die
Quantenmechanik insgesamt nicht deterministisch und nicht kausal sei. Wenn
jedoch die Begriffe Kausalitit und Determinismus von ihrer Bindung an klas-
sische Zustandsénderungen gelost werden, behalten sie ihre Bedeutung fiir
die Quantenmechanik bei: Auch die Quantenmechanik ist eine exakte Natur-
wissenschaft, da jeder mit der nétigen Ausstattung Ausgeriistete ihre Gesetze
nachpriifen kann. Da dies unzédhlige Male mit den gleichen Ergebnissen ge-
schehen ist, besteht kein Zweifel daran, dass diese Gesetze unabhéngig davon
gelten, ob man sie und wer sie iiberpriift.®
—

8

Vgl. Born, Quantenmechanik der Stoffvorginge, 1926, Einleitung.

Wie alle iibrigen Naturgesetze gehoren sie zur Aussagenlogik, und ihre Giiltigkeit
ist unabhéngig davon, ob sie bekannt sind, beobachtet und korrekt formuliert
werden, oder nicht.
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Mit anderen Worten, die Begriffe Indeterminismus und Akausalitit bezie-
hen sich nur auf die unzuléssige Verwendung klassisch-mechanischer Begriffe
im Rahmen der Quantenmechanik, nicht aber auf die Bewegung der Quanten-
objekte selbst. Tatsédchlich treten ,, Unbestimmtheiten* nicht hinsichtlich der
(quantenmechanischen) Zustéinde quantenmechanischer Objekte auf, sondern
hinsichtlich gewisser Beobachtungen.’

Die Heisenbergsche Unbestimmtheits-Relation erlaubt somit die Unter-
scheidung zwischen Erhaltungsgréfien und Nicht-Erhaltungsgréfien. In der
Klassischen Mechanik sind nur der Impuls oder die Geschwindigkeit, nicht
aber der Ort Erhaltungsgréfien und damit Zustandsgréoffen im Sinne des
1. Newtonschen Axioms. Der Ort ¢ muss deshalb durch Erhaltungsgrofien wie
die Energie E oder der Impuls p bestimmt werden. Wenn sich der Ort zeitlich
ungleichméfig dndern soll, konnen nicht E und p zugleich Erhaltungsgrofien
sein. Zum Beispiel kann sich ¢ beim harmonischen Oszillator im Zustand E
wegen ¢ = E — p? (in dimensionslosen Variablen) nur #ndern, wenn auch
p sich dndert, mithin keine Erhaltungsgrofie ist. Beim freien Teilchen wird
wegen E = p? der Ort durch die Energie iiberhaupt nicht bestimmt.

Diese Aussagen sind allerdings von der Feststellung zu unterscheiden,
dass zu jeder Zeit die GroBen p und ¢ kraft der Relation ¢> = E — p?
einen bestimmten Wert haben konnen. Diese bestimmten Werte ergeben
sich aber nur deshalb, weil p und ¢ als Funktionen einer weiteren, Nicht-
Zustands(Erhaltungs)grofie (ndmlich der Zeit oder der Wegstrecke) parame-
trisiert werden koénnen. Letztere ist ebenfalls von der Energie unabhingig.
Mit anderen Worten, die Zeit kann beliebige Werte annehmen, weil F eine
Erhaltungsgrofie ist.

Diese Zusammenhénge gehen in der Quantenmechanik verloren. Die Be-
ziehung zwischen den Konfigurationen und den Impuls-Konfigurationen eines
Systems ist nicht punktweise vermittelt, sondern jeder einzelnen Konfigura-
tion sind jeweils alle Impuls-Konfigurationen zugeordnet, und umgekehrt.

9.1.7 Verborgene Parameter

Aus unserem Zugang ergeben sich keinerlei Hinweise auf zusétzliche, ”verbor-
gene” Parameter, da neue Groflen nur dann eingefithrt wurden, wenn dies un-
umgénglich war; diese sind sdmtlich klar definiert bzw. eindeutig bestimmt. Es
gibt ganz sicher keine zusétzlichen Parameter, die das energetische Spektrum
beeinflussen: andernfalls wére dieses nicht auf die bekannte Weise diskret.
Letztlich kann auch diese Frage nur vermittels der Ubereinstimmung der
Theorie mit dem Experiment gekléirt werden. Dazu ist anzumerken, dass in der
Klassischen Mechanik die ,,theoretisch beliebig genaue“ gleichzeitige Messung
von Ort und Impuls unter Zuhilfenahme von Mitteln und Methoden erfolgt,

9 Vgl. auch die geistreiche Beschreibung des Begriffswandels von der Unbestimmt-
heits- Beziehung zum Unbestimmtheits- Prinzip in Grafimann, Das Top Quark,
Picasso und Mercedes-Benz, 1997, S.123ff.
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die auflerhalb ihrer selbst liegen. Dies ist in der Quantenphysik (bisher) nicht
moglich. Vermutlich werden nur Messmethoden jenseits der heutigen Quan-
tenphysik das Innere einer Phasenraumzelle beleuchten kénnen.

9.2 Offene Fragen — Anregungen

Wenn die Leserin oder der Leser den Eindruck gewonnen hat, dass weder die
Quantentheorie im allgemeinen, noch ihre Anwendung in der Festkorperphysik
im speziellen weitgehend ,,abgegraste” Felder sind, in denen keine gravieren-
den Probleme mehr offen und demzufolge spektakuldre Entdeckungen nicht
mehr zu erwarten sind, dann haben wir eines unserer Ziele erreicht.'® Einige
dieser offenen und zugleich mit den heutigen mathematisch-physikalischen
Werkzeugen l6sbar erscheinenden Fragen wollen wir zum Abschluss anfiihren.

9.2.1 Kraft und Bahn — Bohmsche Mechanik

Heisenberg (1925) und Schrédinger (1926) haben mit dem 2. Newtonschen
Axiom nicht nur den Zusammenhang zwischen Kraft und Bahnbewegung auf-
gegeben, sondern auch die klassischen Kraft- und Bahnbegriffe selbst. Infolge-
dessen macht die Quantenmechanik iiber die einzelnen Konfigurationen x und
die einzelnen Impuls-Konfigurationen p eines Systems keinerlei Aussagen. Die
Experimente zeigen aber, dass ein Quantensystem/-teilchen sich nicht in al-
len Konfigurationen gleichzeitig aufhélt. Hiermit hingt das berithmte Problem
des Kollapses der Wellenfunktion zusammen (das aber jenseits der linearen
Schrodinger-Gleichung und damit jenseits des Horizontes dieses Buches liegt).

Es ist andererseits sogar weit verbreitet, den Ausdruck —VV (x) weiterhin
als Kraft anzusehen — ohne natiirlich eine Beschleunigung j—;x(t) mit ihr zu
verbinden. Auch die Teilchenbahnen in Nebelkammern erinnern an klassische
Bahnen. Daher entsteht die Frage, ob diese Konzepte in irgend einer Form
weiter bestehen?

Tatséichlich ist es fiir die Ableitung der nichtklassischen Darstellung (4.23)
der Energie vor allem notwendig, die Verbindung zwischen Kraft und Bahn in
Form des 2. Newtonschen Axioms aufzugeben, wihrend die Konzepte Kraft
und Bahn moglicherweise in modifizierter Form fortbestehen. Ohne diese Ver-
bindung zwischen Kraft und Bahn kann man vielleicht die Menge aller Kon-
figurationen (Cy,1) als nichtklassische Bahnparameter behandeln.

Auch Born hat anfanglich die Existenz von Bahnen nicht ausgeschlossen:

»Ich moéchte versuchen, hier eine ... Interpretation [der Wellenfunk-
tion] zu geben. ... Dabei kniipfe ich an eine Bemerkung Einsteins

10 Auch die Grundgleichungen sind solange zu hinterfragen, wie nicht bekannt ist,
warum sie funktionieren (Gramann, Das Top Quark, Picasso und Mercedes-Benz,
1997, S.121) bzw. warum sie so sind wie sie sind (vgl. Weinberg, The Quantum
Theory of Fields, 2005, Bd.1, S. xx f.).
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iiber das Verhéltnis von Wellenfeld und Lichtquanten an; er sagte
etwa, dal Wellen nur dazu da seien, um den korpuskularen Licht-
quanten den Weg zu weisen, und er sprach in diesem Sinne von einem
,Gespensterfeld’. Dieses bestimmt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl
ein Lichtquant ... einen bestimmten Weg einschldgt. ... Und hier
[in der Quantenmechanik] liegt es nahe, die de-Broglie-Schrédinger-
schen Wellen [¢] als das ,Gespensterfeld’ oder besser ,Fiihrungsfeld’
anzusehen. ... Im {ibrigen wird fiir das Einschlagen einer bestimm-
ten Bahn nur eine Wahrscheinlichkeit durch die Werteverteilung der
Funktion 9 bestimmt.“!!

Ein solches Programm wird in der Bohmschen Mechanik!? detailliert aus-
gefiihrt. In ihr verdndern sich die Teilchenorte geméf der Vorschrift

%x(t) = %Im {VIny (z(t),t)} (9.1)
Damit werden die klassischen Wellen- und Teilchenaspekte in expliziter Form
(und nicht nur interpretatorisch) vereinigt. Allerdings liefert diese Gleichung
in allen Situationen %(t) = 0, in denen die Wellenfunktion reellwertig gewéhlt
werden kann. Dies ist in der Regel fiir Freiheitsgrade mit gebundener sta-
tiondrer Bewegung der Fall, z. B. fiir lineare Oszillatoren.

Andererseits werden in der Wellenmechanik die Konfigurationen im Orts-
und im Impulsraum symmetrischer behandelt. Von diesem Gesichtspunkt aus
wiire anstelle des Postulates (9.1) das Gleichungspaar

p(x,t) = Im{AVIny (z(t),t)}; z(p,t) = —Im{hV,In¢(p,t)} (9.2)

zu betrachten. Allerdings liefert es fiir freie Teilchen (vergleiche § 4.3.6) und
fiir stationére Zustéinde unbefriedigende Ergebnisse.

" Born, Zur Quantenmechanik der Stoflvorginge, 1926 (zit. nach Daumer, Quan-
tenmechanik und Determinismus, 1997, S.173f.). — Diesen Gedankengang variiert
Born in Quantenmechanik der Stoflvorginge, 1926, wo er auflerdem schreibt, ,,Die
Bahnen dieser Korpuskeln sind nur so weit bestimmt, als Energie- und Impulssatz
sie einschréinken ... “ (Einleitung). — Die gleiche Situation liegt in der Klassischen
Mechanik vor, wenn Ort und Impuls nicht punktweise einander zugeordnet wer-
den.

D. Bohm, A Suggested Interpretation of the Quantum Theory in Terms of ‘Hid-
den’ Variables, 1952. — Siehe auch Bell, Speakable and Unspeakable in Quantum
Mechanics, 2004; Brauer, Die fundamentalen Phdnomene der Quantenmechanik
und thre Bedeutung fiir unser Weltbild, 2000, Kap.8; Diirr, Bohmsche Mechanik
als Grundlage der Quantenmechanik, 2001; Goldstein, Bohmian Mechanics, 2002;
Diirr, Goldstein, Tumulka & Zanghi, Bohmian Mechanics and Quantum Field
Theory, 2004; Holland, The Quantum Theory of Motion, 1993. — Die Bezeich-
nung ,,verborgene Parameter* erweckt den irritierenden Eindruck der Einfithrung
zusdtzlicher Parameter. Dabei geht es ,,nur® um die Um- bzw. Riickinterpretation
und -parametrisierung bereits vorhandener Gréflen: der Konfigurationen im Orts-
raum (die Impulsdarstellung der Schrodinger-Gleichung wird auflen vor gelassen).

12
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Aufgabe: Vergleichen Sie die Varianten (9.1) und (9.2) anhand der Bahnen
(x(t), p(t)) fiir ein freies Teilchen und fiir den dreidimensionalen harmonischen
Oszillator! Hinweis: Fiir letzteren ist

VB () = Ynim (1,0, 0) = Y (r, 0)e™? (9.3)
mit 1/3,11(7*, 0) reellwertig;

T/J oY oY
Vo= gpert 790 t rsin 00y rsmﬂ&p (9-4)

(Diirr, 2001, § 8.2); analog fiir ¢ (p).

Aufgabe*: Ist der Bohmsche Grundzustand ein Zustand der Ruhe? Hinweise:
Im Grundzustand ist ¢g(x) reellwertig; berechnen Sie das sog. Quanten-
Potenzial

K2 V21/JE( )
oM yp(x)

fiir den Grundzustand (4.67) des linearen harmonischen Oszillators und ad-

dieren Sie es zu V(z) = ra?!

9.2.2 Zur Definition der Zeit

Die Zeit bleibt im Rahmen ihrer Einfithrung iiber ein externes klassisches
Potenzial wie im § 4.4.3 ein klassischer Parameter. Konsequenter ist es des-
halb, den dort erwihnten Grenzfall des unendlich grofien externen Systems
tatséchlich durchzufithren (Briggb & Rost, 2001). Die Zeit kommt dann iiber
die klassische Definition P = M ;X fiir den Impuls des externen Systems ins
Spiel, fiir das der Ubergang zum klass1schen System auf wohldefinierte Weise
durchgefiihrt wird.

Aufgabe: Leiten Sie das klassische externe Potenzial Vext(2,t) aus dem Poten-
zial V (z, X) des Gesamtsystems ab! Hinweis: Uberfiithren Sie die Hamilton-
Funktion

1 K A
Hiot = Hs + Hy + Hyw = — 7132 —X%24 Z(z— X)?
tot s+ Hy + Hww 2p+2$+2M +t5 +2(33 )
mit Hg = Fs < Hy = FEy in die Form
1 K+ X o
Hio = Hg + Hiyw = 5 —p* + —5—a" + Az X (t)

9.2.3 Interner Parameter einer Welle und Feldquantisierung

In einer klassischen Welle ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ ein innerer
Parameter, wihrend Frequenz f und Wellenldnge A durch die duflere Anre-
gung beziehungsweise durch die Randbedingungen aufgeprigt werden. Feste
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Randbedingungen fithren primér zu einer Diskretisierung der Wellenlénge und
sekundér — kraft der Grundbeziehung ¢ = A\ - f — der Frequenz. Die Energie
bleibt hierbei ein duferer Parameter und damit kontinuierlich. In der Quan-
tenmechanik betrifft dagegen die Diskretisierung die Energie als inneren Para-
meter, wihrend die anderen Systemparameter — wie die Schwingungsfrequenz
eines Ostzillators — von der Diskretisierung unberiihrt bleiben. Angesichts die-
ser Unterschiede muss die Rolle der dufleren und inneren Parameter bei der
Feld-Quantisierung noch genauer untersucht werden.

9.2.4 Zur Bedeutung der Potenziale

In vielen Arbeiten iiber das elektromagnetische Feld wird nicht auf die phy-
sikalische Bedeutung der Potenziale A und ¢ in den Maxwellschen Arbeiten
eingegangen (trotz des Schwarzschildschen Variationsprinzips'® und trotz des
Aharonov-Bohm-Effektes). Wie vertrigt sich Maxwells Ziel (1855/56), mittels
des Vektorpotenzials A Faradays elektrotonischen Zustand zu beschreiben,
mit der Eichinvarianz in Maxwells (1864) urspriinglichen, nicht-vereinfachten
System aus 20 Gleichungen? Denn eine Zustandsvariable vertriagt solche Un-
bestimmtheit nicht. Eine genauere Bestimmung des physikalischen Gehaltes
der elektromagnetischen Potenziale (siehe z. B. Konopinski, 1978) kénnte viel-
leicht gewisse Willkiirlichkeiten in der Quantisierung des elektromagnetischen
Feldes ausschliefien.

Diese Frage nach der Bestimmtheit physikalischer Groflen erinnert an die
hiufig anzutreffende Aussage, in der Klassischen (nichtrelativistischen) Me-
chanik sei die Gesamtenergie nur bis auf eine additive Konstante festlegbar.
Die Helmholtzsche Analyse der konservativen Systeme erlaubt es, diese Un-
bestimmtheit zu beseitigen, siehe § 3.3.3.

9.2.5 Quantisierung im Phasenraum der Potenziale

Der Bra-Ket-Formalismus fiir Photonen-Zustédnde verbirgt den Unterschied
zwischen der klassischen Behandlung der rdumlichen Ausdehnung und der
,quantenmechanischen Umdeutung“ der Auslenkung der Normalmoden. Kann
die genauere Beriicksichtigung dieses Unterschiedes Fortschritte im Versténd-
nis der quantenoptischen Erscheinungen bringen?

Ubertriigt man némlich das Vorgehen fiir den harmonischen Oszillator un-
mittelbar auf die klassische Energiedichte %HQ + ﬁ[(VAI)2 + (VA,)* +
(VA.)?] (@ = 0), so ergibt sich fiir die nichtklassische Energiedichte der hy-
pothetische Ausdruck

13 Karl Schwarzschild (1873-1916), Zur Elektrodynamik. 1.-3., 1903 (nach Sommer-
feld, Elektrodynamik, S.254).
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I [(VAz)Q + (VA" + (VA)? | [(Asr )P A
20 [ [b(A;r,t))* d3A

[IT? |p(IT; v, t)|* AP IT
20 [ |¢(IT; v, t)|* d3 1T

(9.6)

Die Quantisierung finde hier im Phasenraum des Vektorpotenzials A und der
zu ihm kanonisch konjugierten Impulsdichte IT statt.™

Das Ziel eines solchen Zuganges besteht darin, iiber die raum-zeitliche Aus-
dehnung des elektromagnetischen Feldes freier als bisher verfiigen zu kénnen,
z.B. im Sinne der Einsteinschen (1905) Vorstellung einer rdumlich granula-
ren Struktur des elektromagnetischen Feldes. Dabei handelt es sich freilich
nicht um eine Lokalisierung im klassischen Sinne, da dies die Beschreibung
der Interferenz eines Photons mit sich selbst verhindern wiirde.'®

9.2.6 Vielteilchen-Fragen

Der Erfolg des von Newton und Euler verwendeten Zustandsbegriffes bei der
Ableitung der Ein- und der Viel-Teilchen-Schrodinger-Gleichung ldsst hof-
fen, dass dieser Zustandsbegriff auch fiir die Statistische Mechanik frucht-
bar gemacht werden kann (Enders, 2004). Die stationiiren Zustinde sowohl
von klassischen als auch von Quantensystemen aus gleichen Kérpern/Teilchen
sind offenbar invariant gegeniiber der Vertauschung der Bezeichnungen der
Korper!. Folglich erlaubt die Kenntnis allein der Erhaltungsgrofien (Gesamt-
energie, -impuls u.s.w.) auch in klassischen Systemen nicht, die in thnen ent-
halten Koérper voneinander zu unterscheiden.!” Die Permutationssymmetrie
der Begrenzungsfunktionen ist eine Folge dieser Permutationssymmetrie der
Zustinde. Fiir die Wellenfunktionen ergeben sich nicht nur symmetrische (Bo-
sonen) und antisymmetrische (Fermionen), sondern auch weniger symmetri-
sche Losungen (Anyonen).

4 Ahnliches scheint Jordan & Pauli (Zur Quantenelektrodynamik ladungsfreier Fel-
der, 1928, § I1.1) vorgeschwebt zu haben, die auch bereits vermuteten, dass dieser
Ansatz zu funktionalanalytischen Ausdriicken fiihrt.

5 Nach Landau & Peierls (Brweiterung des Unbestimmtheitsprinzips fir die rela-
tivistische Quantentheorie, 1931; zit. nach Kuhn & Strnad, 1995, S.150) gibt
es keine Photonen-Wellenfunktion im Ortsraum. Man kann eine zeitabhéngige
Schrédinger-Gleichung im Impulsraum aufstellen, siehe Achieser & Berestezki,
1962, § 1 (ich danke Prof. H. Paul fiir den Hinweis auf diese Problematik und
diese Referenz). Zur Problematik der Lokalisierung vgl. auch Mandel & Wollf,
Optical Coherence and Quantum Optics, 1995, § 12.11.

16 vgl. Bach, Indistinguishable Classical Particles, 1997, Kap.1. Hier wird nachge-
wiesen, dass man sorgfiltigst zwischen der (Un)Unterscheidbarkeit von Kérpern,
Zustanden und Bezeichnungen zu differenzieren hat.

17 Von diesem Standpunkt aus ist auch ein klassisches System holistisch (ganzheit-
lich) — eine Eigenschaft, die gewthnlich nur Quantensystemen zugeordnet wird,
vgl. Gornitz, Quanten sind anders, 1999.
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Tatséchlich entsteht in Einsteins (1907) Ableitung der Planck-Verteilung
der Unterschied zwischen der klassischen und der nichtklassischen Verteilungs-
gesetze aus dem Unterschied zwischen den Energiespektren des klassischen
(kontinuierlich) und des Quantenoszillators (diskret): die (Un)Unterscheid-
barkeit spielt hier iberhaupt keine Rolle.

Nichtsdestoweniger sind klassische Korper kraft des Euler-Verbots durch
ihren Ort prinzipiell voneinander unterscheidbar — wihrend gleiche Quanten-
teilchen innerhalb eines Systems prinzipiell ununterscheidbar sind, da ihnen
iiberhaupt keine individuellen Eigenschaften zugewiesen werden kénnen.'8 In
diesem Lichte scheint das Gibbssche Paradoxon!? zu bedeuten, dass fiir die
statistischen Eigenschaften von Systemen nicht die (Un)Unterscheidbarkeit
ihrer Teile, sondern die ihrer Zustinde entscheidend ist (vgl. auch Glazer &
Wark, 2001).

Es ist zumindest aus péddagogischen Griinden wiinschenswert, den Zusam-
menhang zwischen Spin und Statistik auch auf elementarerer Stufe darzustel-
len als im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie (Pauli, 1940). Gibt
es bestimmte ,,anschauliche“ Eigenschaften, die alle Bosonen beziehungsweise
alle Fermionen (oder die von ihnen gebildeten Systeme) gemeinsam haben?
Welche Beziehung haben diese Eigenschaften — so es sie gibt — zum Spin?

Zum Beispiel gilt fiir die Kommutatoren aus drei Operatoren die Jacobi-
Identitéit — fiir Antikommutatoren nicht; fiir bosonische Felder gibt es klassi-
sche Grenzwerte fiir die Amplitude — fiir fermionische Felder nicht (Greiner,
Quantentheorie, 1989, S.104). Im Unterschied zu den Elektronen im Atom be-
setzen die Schwingungsquanten im Oszillator keine Einteilchen-Zusténde; ein
Elektron in der Atombhiille besitzt keine Nullpunktsenergie wie ein Oszillator
— letzterer keine angeregten Zustinde, die vergleichbar mit denen eines Atoms
sind ...

9.2.7 Schlussbemerkungen

Neben solchen mehr grundsétzlichen Problemen gibt es schlieflich viele offene
Fragen im Verstindnis gewisser Details, die der Klirung harren.?’ Fiir die
transienten optischen Eigenschaften von Halbleitern und ihre Anwendung in
optoelektronischen Bauelementen besonders ausbaufihig erscheinen uns die
Mehrband-Effekte und die Relaxationserscheinungen in dimensionsreduzier-
ten Heterostrukturen. Die im Begriff des Pauling-Effektes (siehe § 8.6.4) kon-
densierten Erfahrungen sprechen dafiir, dass ein harmonisches und proportio-
nales Zusammenspiel von experimentellen, numerischen und grundlagenphy-
sikalischen Aufwendungen letztlich die effektivsten Fortschritte hervorbringt.

8 Bs sei angemerkt, dass auch das lateinische Wort individuum das Unteilbare be-
zeichnet.

19 Josiah Williard Gibbs (1839-1903), Elementary Principles in Statistical Mecha-
nics, 1902; Schrodinger, Statistische Thermodynamik, 1952.

20 Sje beruhen iibrigens oft ebenfalls auf Liicken im Verstéindnis der Grundlagen.
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